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ВСТУП

Дисципліна «Моделі економічної динаміки» належить до циклу дисциплін професійної підготовки бакалаврів спеціальності «Економіка» освітньо-професійної програми «Економічна кібернетика». 
Метою дисципліни є набуття практичних навичок та формування компетентностей із моделювання й аналізу економічних систем і процесів на макро- та мікроекономічному рівнях, а також математичних моделей динаміки розвитку економічних процесів.
Основними завданнями вивчення дисципліни «Моделі економічної динаміки» є: визначення основних понять нелінійної динаміки, формування категорійного апарату; вивчення основних парадигм теорії динамічного хаосу, вивчення методів моделювання поведінки економічних систем на основі аналізу часових рядів.
У результаті вивчення курсу студент повинен знати:
· основні поняття нелінійної динаміки; 
· моделі і методи економічної динаміки;
· типи поведінки двовимірних динамічних систем;
· методи комплексного аналізу поведінки складної економічної системи на базі часових рядів.
Студент повинен уміти:
· будувати шість видів фазових портретів для лінійних динамічних систем;
· досліджувати поведінку дискретних динамічних систем;
· здійснювати комплексний аналіз поведінки складної економічної системи на базі часових рядів.
Згідно з вимогами освітньої програми студенти повинні досягти таких результатів навчання (компетентностей): знати алгоритмічні моделі в економіці та підприємництві; виробничі функції; традиційні та динамічні нелінійні моделі макроекономіки. Уміти аналізувати, моделювати і прогнозувати розвиток економічних об’єктів і процесів на макро-, мезо- та мікроекономічному рівнях. Студент повинен продемонструвати здатність виділяти найбільш актуальні завдання управління об’єктом; уміння формулювати мету управління економічною системою, формувати систему критеріїв; здатність до побудови економіко-математичної моделі завдання (комплексу завдань) для здійснення функцій керування; уміння формувати інформаційні вимоги до розв’язуваного завдання керування, використовувати інформаційні технології при розробці економіко-математичної моделі, формуванні рішення і його реалізації. Володіти навичками обґрунтовувати власну точку зору на розв’язуване завдання керування на основі використання методів наукового пізнання, математичного моделювання, сучасного економіко-математичного інструментарію.
Дисципліна «Моделі економічної динаміки» передбачає тісний зв’язок із такими навчальними дисциплінами, як: «Вища математика», «Теорія ймовірностей та математична статистика», «Інформатика та комп’ютерна техніка», «Прогнозування соціально-економічних процесів», «Економетрика», «Моделювання економіки». 
Після вивчення блоку курсів «Вища математика» та «Теорія ймовірностей та математична статистика» студент повинен володіти теоретичними знаннями та практичними навичками з основ математичного апарату, основних методів кількісного вимірювання, які використовуються під час планування, організації та управління виробництвом, системного аналізу економічних структур та технологічних процесів; мати базові знання з основ застосування ймовірнісно-статистичного апарату.
Після вивчення курсу «Інформатика та комп’ютерна техніка» студент повинен володіти теоретичними основами інформатики, мати навички використання прикладних систем оброблення економічних даних та систем програмування для персональних комп’ютерів і локальних комп’ютерних мереж для дослідження соціально-економічних систем. Після вивчення курсу «Економетрика» студент повинен володіти методологією та методикою побудови, аналізу та застосування економетричних моделей економічних процесів. Після вивчення курсу «Прогнозування соціально-економічних процесів» студент повинен володіти базовими знаннями з основ застосування методів прогнозування. Після вивчення курсу «Моделювання економіки» студент повинен знати якісні властивості економічної системи, кількісні взаємозв’язки показників розвитку мікро- та макроекономіки; вміти будувати економіко-математичні моделі з метою проведення активного системного аналізу соціально-економічних систем, явищ і процесів на макро- та мікроекономічному рівнях.
У навчальному виданні розглядаються основні принципи математичного моделювання складних економічних систем, необхідні відомості з теорії диференціальних рівнянь першого та другого порядку та їх різницевих аналогів, геометричний зміст розв’язків диференційного рівняння, системи диференціальних та різницевих рівнянь. Також розглянуто проблеми економічного зростання і його стабілізація. Динаміка економічної системи описується за допомогою диференціального рівняння або системи диференціальних рівнянь. Також наведено дискретні динамічні системи і моделі, що описують динаміку їхньої поведінки. Це в основному моделі ринкової рівноваги і динаміки національного доходу. Динаміка системи описується різницевим рівнянням або системою різницевих рівнянь.
Запропоноване автором видання сприятиме набуттю студентами практичних навичок щодо аналізу поведінки динамічних систем, а також засвоєнню базових принципів моделювання складних систем з метою застосування цього інструментарію в практичній діяльності.



Розділ І. Моделі і методи економічної динаміки. Якісне дослідження динамічних систем.

Тема 1. Предмет економічної динаміки. Основні поняття 
теорії катастроф

Мета: ознайомитися з основними поняттями економічної динаміки, об’єктом, предметом та задачами дисципліни.

План
1.1 Загальні поняття про економічну динаміку та задачі дисципліни.
1.2 Властивості динамічних систем.
1.3 Процес дослідження динаміки економічних систем.

Ключові слова: економіка, динаміка, модель, аналіз, біфуркація, система, хаос, катастрофа, процес.

1.1 Загальні поняття про економічну динаміку та задачі дисципліни
Динамічні моделі описують процес розвитку економіки, установлюючи безпосередній взаємозв’язок між попередніми та наступними його етапами і тим самим наближаючи аналітичні висновки на основі економіко-математичної моделі до реальних умов розвитку економічної системи.
Математичні моделі – це моделі, в яких для опису властивостей і характеристик об’єкта, явища, процесу або системи використовуються математичні символи і методи [1].  
Математична модель є спрощеним представленням ситуації. Важливо в цій спрощеній формі зуміти передати суттєві характеристики явища, об’єкта або процесу, який досліджується. Модель може не все, але навіть досить груба на вигляд ідеалізація нерідко дозволяє глибше вникнути в суть проблеми. Здійснюючи вплив на параметри моделі (вибираючи їх, керуючи ними), ми одержуємо можливість провести якісний аналіз явища, яке досліджується, і зробити висновки загального характеру [2].
Мета дисципліни: формування базових знань з основ застосування методів моделювання складних динамічних систем.
Завдання дисципліни: визначення основних понять нелінійної динаміки та методів моделювання поведінки економічних систем на основі аналізу часових рядів.
Об’єктом вивчення економічної динаміки є складні динамічні економічні системи. (Об’єктом досліджень є економічна система як ціле, наприклад, національна економіка. Основна увага приділяється методам побудови моделей і дослідженню задач стійкості економічної рівноваги. Після того, як деяка модель побудована, проводиться аналіз на наявність станів рівноваги, періодичних розв’язків та їх стійкості.)
Предметом вивчення є поведінка динамічних економічних систем, її характер та стабільність. 
Система називається динамічною, якщо її поведінка в часі визначена функціональними рівняннями, у яких змінні в різні моменти часу включені в явному вигляді. Іншими словами, система є динамічною, якщо всі значення змінних стану впорядковані в часі.
Економічна динаміка, як інструмент дослідження поведінки динамічних систем в економіці, для вітчизняних фахівців поняття досить нове. Це не означає, що розробки в цьому напрямку в Україні не проводилися, проте вони не носили системного характеру.
Дійсно, динамічні моделі будувалися та досліджувалися, однак, абсолютна їхня більшість являла собою лінійні моделі. По-справжньому динамічними моделями, які були досліджені, можна вважати тільки моделі збалансованого зростання фон Неймана та Леонтьева.
Отже, що ж вивчається економічною динамікою? Економічне середовище на мікрорівні відрізняється крайньою нестабільністю: безліч людей, об’єднавшись у фірми, компанії приймають економічні рішення, що в силу їхніх суб’єктивних суджень носять випадковий характер. Однак, на визначеному (узагальненому) рівні розгляду учасників економічних відносин, вони групуються в макроекономічні сили, що володіють більш-менш стабільною структурою. Через свою нечисленність, ці сили набагато менше залежать від випадкових процесів.
Представимо економічні дані у вигляді стохастичної та детермінованої компоненти. З огляду на вищезазначене, можна зробити висновок про те, що при переході від мікро- до макрорівня настає момент, коли детермінована компонента починає превалювати, а стохастична – перетворюється на «шум».
Стохастичний підхід припускає вивчення процесу в цілому як результат взаємодії стійких тенденцій і випадкових подій, що розвиваються за своїми законами. На відміну від цього підходу економічна динаміка вивчає системи, математичними моделями яких є різницеві, диференціальні, функціональні, інтегральні рівняння різних порядків і їх системи. Це означає, що економічна динаміка вивчає чітко детерміновані системи. Поведінка системи являє собою розвиток за деякими сталими закономірностями, котрі є механізмом утворення поведінки.
Застосування економічної динаміки дозволяє визначити і проаналізувати детермінований механізм поводження системи, що своєю чергою зменшує невизначеність в її поведінці. Застосування статистичних методів дослідження в цих випадках не дає бажаного результату, тому що детермінований механізм може мати досить складний вигляд, не ідентифікований статистичними методами.
Завдання економічної динаміки включають як опис процесів виведення системи до стану рівноваги (рівновага – такий стан об’єкта, що зберігається при відсутності зовнішніх впливів), так і процесів трансформації самого цього стану під впливом зовнішніх сил.
Дослідження показують, що спочатку в динамічних системах спостерігається монотонна й асимптотична збіжність до динамічної рівноваги. Моделювання такої ситуації не викликає особливих труднощів навіть при використанні статистичних методів. Подальше якісне зростання приведе до загасаючих коливань і виникнення циклічності, виникненню біфуркацій і переходу до скінчених циклів різних періодів. Застосування статистичних методів у цьому випадку досить ускладнено, не говорячи вже про випадок виникнення хаосу.
Хаос являє собою чітко детермінований процес, що зовні реалізує здавалося б випадкову поведінку. Хаос  неповторювана, аперіодична, нестабільна і непередбачена поведінка системи. Хаос є вершиною ускладнення розвитку системи. Якщо система є хаотичною, застосування стохастичних методів не дасть задовільних результатів, у той час як економічна динаміка дозволяє побудувати такий механізм управління, що спростить поведінку, зменшить амплітуду коливань і уможливить застосування методів прогнозування навіть при відсутності вичерпної інформації про механізм утворення поведінки.
Методи економічної динаміки: економіко-математичне моделювання, математичний аналіз, диференційне обчислення та теорія катастроф.
Перші відомості про теорію катастроф, засновником якої був Р. Тома, з’явилися в західній пресі близько 1970 р. Стверджувалося, що практична цінність нової науки є більшою, ніж інтегральне та диференційне числення Ньютона. У той час, коли математичний аналіз дозволяв досліджувати лише плавні, безперервні процеси, теорія катастроф запропонувала універсальний метод дослідження всіх стрибкоподібних переходів і раптових якісних змін систем різної природи.
У роботах відзначалося, що сутність динамічної системи так, що на певному проміжку часу система може різко змінювати свій стан з одного в інший. Теорія катастроф знайшла своє застосування в наукових публікаціях відносно стійкості кораблів, діяльності головного мозку, поведінки біржових гравців тощо. Дуже швидко теорія катастроф стала загальновідомою розрекламованою теорією.
Пізніше з’являються більш критичні наукові роботи відносно можливості застосування теорії катастроф до реальних динамічних систем.
У математичній теорії катастрофою називають стрибкоподібну зміну, що виникає у вигляді раптової відповіді системи на плавну зміну зовнішніх умов. 
Джерелами теорії катастроф явилися теорія особливостей гладких відображень Уітні й теорія біфуркацій динамічних систем Пуанкаре.
Теорія особливостей – це узагальнення дослідження функції на максимум і мінімум. У теорії Уітні функції замінені відображеннями на площині, тобто наборами деяких функцій декількох змінних.
Біфуркація – це якісна перебудова зміни форми різних об’єктів і систем при плавній зміні параметрів, від яких вони залежать або можна сказати, що це зміна якісної поведінки динамічної системи за малої зміни її параметрів (роздвоєння системи).
Усі системи класифікуються на статичні і динамічні:
· статична система припускає, що всі її входи та виходи задаються статично і незмінні;
· динамічна система – це система, для якої залежність між її входами і виходами визначається операторами з пам’яттю, тобто існує зв’язок з передісторією.
Динамічні системи, що розглядаються в економічній динаміці, звичайно представляються у вигляді системи диференційних чи диференційно-різничних рівнянь.

1.2 Властивості динамічних систем
Розглянемо основні властивості складних динамічних систем.
Цілісність та подільність. Система є, передусім, цілісною сукупністю елементів. Це означає, що, з одного боку, система – це цілісне утворення, а з іншого, – в її складі чітко можуть бути виділені окремі цілісні об’єкти (елементи). Але не компоненти утворюють ціле (систему), а навпаки, при поділі цілого виявляють компоненти системи. Первинність цілого – головний постулат теорії систем. Цілісність системи означає, що кожен елемент системи вносить вклад у реалізацію цільової функції системи.
Неадитивність системи (емерджентність). Властивості системи хоча і залежать від властивостей елементів, але не визначаються ними повністю. Функціонування системи не може бути зведено до функціонування окремих її компонентів. Сукупне функціонування взаємозв’язаних елементів системи породжує якісно нові функціональні властивості системи. Звідси випливає важливий висновок: система не зводиться до простої сукупності елементів; розділяючи систему на частини, досліджуючи кожну з них окремо, неможливо пізнати всі властивості системи в цілому. Цю властивість ще називають системною, або інтегративною. Емерджентність є результатом виникнення між елементами системи так званих синергічних зв’язків, які забезпечують загальний ефект функціонування системи, більший, ніж сума ефектів елементів системи, діючих незалежно.
Емерджентність – властивість систем, що зумовлює появу нових властивостей і якостей, не властивих окремим елементам, що входять до складу системи.
Синергетика – (від грец. synergetikos – спільний, погоджений, діючий), науковий напрямок, що вивчає зв’язки між елементами структури (підсистемами), які утворюються у відкритих системах (біологічних, фізико-хімічних, економічних та інших) завдяки інтенсивному (потоковому) обміну речовинами й енергією з навколишнім середовищем за нерівноважних умов. Теоретичні засади синергетики – термодинаміка нерівноважних процесів, теорія випадкових процесів, теорія нелінійних коливань і хвиль.
У складних системах спостерігається погоджена поведінка підсистем, у результаті чого зростає рівень її впорядкованості (явище самоорганізації), тобто зменшується ентропія. Це, зокрема, стосується економічних систем. Результатом самоорганізації стає виникнення взаємодії (наприклад, кооперація) і, можливо, регенерація динамічних об’єктів (підсистем), складніших в інформаційному аспекті, ніж елементи (об’єкти) середовища, з яких вони виникають. 
Ієрархічність системи. Ієрархічність системи полягає в тому, що кожен елемент системи можна розглядати як цілісну систему, елементи якої, своєю чергою, можуть бути подані як система. Але, з іншого боку, будь-яка система – це лише компонент більш широкої системи. Ієрархічність системи характеризується такими показниками: кількістю рівнів ієрархії управління системою, різноманіттям компонентів та зв’язків, складністю поведінки та неадитивністю властивостей, складністю опису та управління системою, кількістю параметрів та необхідним обсягом інформації для управління системою. 
Взаємозалежність між системою та зовнішнім середовищем. Система формує та проявляє свої властивості при взаємодії із зовнішнім середовищем. Вона розвивається під впливом зовнішнього середовища, але при цьому намагається зберегти якісну визначеність та властивості, що забезпечують відносну стійкість та адаптивність її функціонування.
Рівень самостійності та відкритості системи визначається такими показниками: кількістю зв’язків системи із зовнішнім середовищем у середньому на один її елемент чи інший параметр; інтенсивністю обміну інформацією чи ресурсами між системою та зовнішнім середовищем; ступенем впливу інших систем.
Цілеспрямованість системи означає наявність у неї цілі.
Надійність системи (наприклад, організації) характеризується, зокрема: безперебійністю функціонування системи при виході із ладу одного із компонентів; фінансовою стійкістю та платоспроможністю організації; перспективністю запровадженої економічної, технічної, соціальної політики. Надійність – властивість збереження структури систем.
Розмірність системи – кількість компонентів системи та зв’язків між ними. Ці показники характеризують також складність системи.
Організованість – складна властивість систем, яка полягає в наявності структури і функціонування (поведінки).
Функціональність – це прояв певних властивостей (функцій) при взаємодії із зовнішнім середовищем.
Структурність – це впорядкованість системи, певний набір і розміщення елементів зі зв’язками між ними.
Адаптованість – властивість змінювати поведінку або структуру з метою збереження, поліпшення або придбання нових якостей в умовах зміни зовнішнього середовища.

1.3 Процес дослідження динаміки економічних систем 
Дослідження динаміки економічних систем здійснюється за схемою, приведеної на рис. 1.1. 
Етап I. Визначення та аналіз впливу факторів внутрішнього та зовнішнього навколишнього середовища на економічний об’єкт, оцінка їхнього впливу на результативний показник, визначення задач дослідження.
Етап II. Економіко-математичні моделі в більшості випадків є дескриптивними, тобто вони повинні описувати динаміку поведінки об’єкта. Однак, для пошуку оптимального стану можуть застосовуватися також оптимізаційні моделі.
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Рисунок 1.1 – Процес дослідження динаміки економічних систем

Етап III. Не всі економічні системи можуть бути зведені до вигляду єдиного рівняння. У цьому випадку модель досліджується як система диференційних рівнянь.
У деяких випадках досліджувані системи рівнянь моделі можуть мати диференційно-різничний вигляд. У цих випадках для знаходження рішень застосовуються чисельні методи, тому що методик отримання рішень аналітичними методами таких систем не існує.
Етап IV. Побудова фазового портрету системи, визначення характеру її поведінки (виконується в теорії катастроф).
Етап VI. Економічна динаміка розглядає аналітичні методи дослідження динамічних моделей. Ці методи є єдиною формалізованою методикою, не прив’язані жорстко до конкретних програмних засобів.
Переваги – більш повне уявлення про динаміку системи.
Недоліки – невисокий ступінь наочності, складність процедур дослідження.
Етап VII. Дозволяє одержати наочне уявлення про залежність поведінки системи від якого-небудь параметру (умови настання біфуркацій і т.п.).

Питання для самоконтролю 
1. Назвіть  об’єкт та предмет вивчення економічної динаміки.
2. Дайте визначення поняття «динамічна система».
3. Дайте визначення поняття «біфуркація».
4. Дайте визначення поняття «хаос».
5. Дайте визначення поняття «катастрофа».
6. Назвіть основні властивості динамічних систем.
7. Поясніть властивість «емерджентності» динамічних систем.
8. Назвіть характерні особливості ієрархічності систем.
9. Назвіть етапи дослідження динаміки економічних систем.



Тема 2. Аналіз лінійних двовимірних динамічних систем

Мета: ознайомитися з методами математичного аналізу в економічній динаміці та типами поведінки одновимірних та двовимірних динамічних систем.

План
2.1 Методи математичного аналізу в економічній динаміці.
2.2 Якісне дослідження динамічних систем.
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2.1 Методи математичного аналізу в економічній динаміці
Розглянемо динамічні математичні моделі економічних систем, тобто моделі, до яких входять величини, що змінюються в часі. На підставі таких динамічних моделей можна прогнозувати майбутнє і по-новому оцінити минуле. Залежно від типу динаміки системи, що досліджується, динамічні моделі можуть ділитися на дискретні і неперервні (рис. 2.1). Крім того, в окремих випадках можуть зустрічатися системи зі змішаною динамікою. У цьому випадку для їхнього опису використовують диференційно-різницеві рівняння.
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Система диференційно-різницевих рівнянь
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Система диференційних рівнянь
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)

Рисунок 2.1 – Типи математичних моделей економічних систем

Методами математичного аналізу в економічній динаміці є диференційні рівняння та їх системи, а також різницеві рівняння. 
Диференційні рівняння. Рівняння, що зв’язує незалежну змінну х, функцію, що визначається y=f(x) та низку її послідовних похідних у', у'' і т.п., називають диференційним рівнянням:

		(2.1)
Найвищу з похідних, що входить у склад диференційного рівняння, називають порядком цього диференційного рівняння.

Розв’язком диференційного рівняння n-го порядку називається функція y=f(x), що обертає рівняння  в тотожність. Графік розв’язку називається інтегральною кривою.
В економічній динаміці найчастіше використовуються лінійні диференційні рівняння.
Лінійним диференційним рівнянням n-го порядку називається рівняння, яке має вигляд:

		(2.2)
При g(x)=0 лінійне диференційне рівняння називається однорідним, якщо g(x)≠0 – неоднорідним.
Якщо y1(x), y2(x) … ym(x) – лінійно незалежні розв’язки однорідного диференційного рівняння, то й їхня лінійна комбінація Yо=A1y1(x)+A2y2(x)+…+Amym(x) також є розв’язком для будь-яких А1, А2, … Am.
Загальний розв’язок лінійного неоднорідного диференціального рівняння Yн має вигляд:

		(2.3)
де	Yо – загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння; 
	Yч – деякий частинний розв’язок неоднорідного рівняння.
Отже, розв’язок лінійного неоднорідного диференційного рівняння дорівнює сумі частинного розв’язку неоднорідного та загального розв’язку однорідного диференційного рівняння.
Для пошуку загального розв’язку Yо лінійного однорідного диференційного рівняння знаходять корені характеристичного рівняння λ:

		(2.4)
Можливі такі варіанти розв’язку характеристичного рівняння:
1) 
усі корені λ дійсні і різні, тоді загальний розв’язок має вигляд: ;
2) 
серед коренів є кратні, тоді загальний розв’язок має вигляд: ;
3) 
серед коренів є кратні комплексні корені λ = α ± βi, тоді загальний розв’язок має вигляд: .
Частинний розв’язок неоднорідного рівняння Yч одержують підстановкою загального розв’язку однорідного рівняння у початкове (метод невизначених коефіцієнтів чи варіації постійних).
Динамічні системи в економічній динаміці у більшості випадків записуються такою системою звичайних диференційних рівнянь:

		(2.5)
У випадку, коли система диференційних рівнянь лінійна, вона буде мати вигляд:

		(2.6)
Загальний розв’язок лінійної динамічної системи, знаходиться за допомогою методу Ейлера.

Різницеві рівняння. Різниця першого порядку записується у вигляді: 

		(2.7)
Різниця другого порядку:

		(2.8)
Різниця n-го порядку:

		(2.9)
Отже, загальний вид різницевого рівняння буде мати такий вигляд:

		(2.10)
При g(t)=0 рівняння називають однорідним, в інших випадках – неоднорідним.
У більшості випадків рішення різницевих рівнянь знаходять за допомогою чисельних методів.

2.2 Якісне дослідження динамічних систем
Економіко-математичні моделі економічної динаміки зазвичай є дескриптивними, тобто вони описують поведінку системи. Однак, можуть застосовуватися оптимізаційні моделі для пошуку оптимального стану, якщо це потрібно для виконання поставлених перед дослідником задач, тобто моделі, які, крім опису основних властивостей системи, містять деяку функцію мети функціонування. Але в будь-якому випадку на першому етапі будь-якого дослідження повинна вивчатися поведінка динамічної системи.
Етапи постановки задачі і побудови економіко-математичної моделі використовують звичайні методики моделювання. На останньому етапі приймають рішення відповідно до мети дослідження. Як результат цього модель може бути доповнена новими рівняннями, що описують керуючі впливи. У цьому випадку варто провести повторний аналіз для визначення відповідності динаміки системи цілям її функціонування. 
Для динамічних систем визначають поняття інтегральних та фазових кривих (траєкторій поводження).
Нехай x1, x2, … , xn – множина змінних системи. Криву в (n+1)-вимірному просторі (t, x1, x2, …, xn), який описує зміну координат цієї системи залежно від часу t називають інтегральної кривою (рис. 2.2).
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Рисунок 2.2 – Інтегральні та фазові криві

Фазова крива – це проекція інтегральної кривої на фазовий простір (простір координат).
При вивченні поведінки економічних систем із випадковими факторами, найбільш цікавим є не детальне вивчення поводження кожної траєкторії окремо, а якісне дослідження системи – визначення характеру поведінки траєкторій усієї системи в цілому, в залежності від загальних властивостей системи. При цьому виділяють 2 напрямки аналізу:
· вивчення поведінки траєкторій системи при фіксованих значеннях параметрів; визначення характерів режимів, що встановлюються в системі. Для розв’язання цієї задачі, увага приділяється вивченню особливих траєкторій системи (особливих точок – станів рівноваги системи; граничних циклів, атракторів тощо);
· вивчення подій, що відбуваються при зміні параметрів системи. Увага приділяється значенням тих параметрів, при зміні яких відбувається якісна перебудова фазового портрету системи.
Під точкою рівноваги розуміється такий стан, потрапивши в який, траєкторія розвитку динамічної системи вже не зможе залишити її без додаткового зовнішнього втручання. Відповідно, якщо траєкторія системи починається з точки рівноваги, то стан системи з часом не змінюється.
Розрізняють декілька типів поведінки одновимірних систем з такими інтегральними кривими (рис. 2.3).
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Рисунок 2.3 – Типи поведінки одновимірних систем

Дослідження стверджують, що спочатку в динамічних системах спостерігається монотонна збіжність або згасаючі коливання до динамічної рівноваги (особливої точки системи).
Моделювання такої ситуації не викликає труднощів, навіть при використанні статистичних методів. Подальший розвиток системи, як правило, призводить до виникнення біфуркації та переходу до кінцевих циклів великих періодів.
Застосування статистичних методів у цьому випадку досить ускладнено, не говорячи вже про можливість виникнення хаосу. Якщо система є хаотичною, то ніякі спроби використання статистичних методів не дають задовільних результатів. У той час економічна динаміка дозволяє побудувати такий механізм керування, що спростить поведінку, зменшить амплітуду коливань та уможливить застосування методів прогнозування динаміки розвитку системи.
При вивченні не одновимірних (двовимірних та n-вимірних) економічних систем, найбільш цікавим є аналіз фазових кривих (фазовий портрет системи), а не інтегральних кривих.
Для двовимірних динамічних систем структура фазового портрету визначається кількістю, типами та взаємним розташуванням особливих точок і граничних циклів. Особлива точка може мати такий тип поведінки (рис. 2.4).
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Рисунок 2.4 – Типи фазових портретів

Для побудови фазового портрету системи виконують таку послідовність дій:
· визначення координат особливих точок системи;
· визначення типу особливих точок;
· визначення граничних циклів та множин, що притягують (атракторів);
· побудова фазового портрету системи та його аналіз.
Розглянемо поведінку траєкторій лінійної двовимірної динамічної системи, в околі особливої точки, заданої у вигляді:

		(2.11)
Знайдемо координати особливих точок даної системи. Із визначення особливої точки, система повинна знаходитися в стані рівноваги, тобто її стан не повинний змінюватися з часом. Отже, виконується така система рівнянь:

		(2.12)
Розв’язком цієї системи рівнянь будуть такі корені: х1=0; х2=0, тобто точка А(0; 0) – особлива точка системи. 
Тип поведінки системи в околі особливої точки визначається коренями характеристичного рівняння (метод Ейлера):

		(2.13)


Сума діагональних елементів матриці a11+а22 називається слідом матриці коефіцієнтів А і позначається як Tr A. Величина а22а11-а12а21 чисельно дорівнює визначникові матриці А, і позначається detA. Отже, рівняння можна переписати у вигляді такого квадратного рівняння:

		(2.14)
Визначимо дискримінант , якщо , то коренів немає, якщо , то є лише один корінь, якщо , система має два корені:

Розв’язуючи це рівняння відносно λ, можна визначити тип особливої точки системи за такими правилами:
· якщо корені характеристичного рівняння λ1 і λ2 дійсні та мають різні знаки, то особлива точка – сідло;
· якщо корені характеристичного рівняння λ1 і λ2 дійсні й одного знаку, то особлива точка – вузол;
· якщо корені характеристичного рівняння λ1 і λ2 комплексні та їх дійсні частини дорівнюють нулю, то особлива точка – центр;
· якщо корені характеристичного рівняння λ1 і λ2 комплексні та їх дійсні частини більші за нуль, то особлива точка або нестійкий фокус, або нестійкий вузол;
· якщо корені характеристичного рівняння λ1 і λ2 комплексні та їх дійсні частини менші за нуль, то особлива точка або стійкий фокус, або стійкий вузол.
Класифікація типів поведінки фазових кривих в околі особливої точки була здійснена великим французьким математиком і філософом Анрі Пуанкаре (1854-1912), який увів також поняття граничного циклу, що відіграє найважливішу роль у різних додатках теорії диференціальних рівнянь.

Питання для самоконтролю
1. Назвіть типи поведінки двовимірних динамічних систем.
2. Назвіть типи поведінки одновимірних динамічних систем.
3. Що таке інтегральна та фазова крива?
4. Які повинні бути корені характеристичного рівняння, якщо фазовий портрет динамічної системи фокус?
5. Які повинні бути корені характеристичного рівняння, якщо фазовий портрет динамічної системи центр?
6. Для опису яких систем використовують диференційно-різницеві рівняння?

Лабораторна робота №1
Тема: Аналіз лінійних двовимірних динамічних систем
Мета роботи: отримати практичні навички в побудові фазових портретів лінійних двовимірних динамічних систем.
Завдання. У середовищі Microsoft Excel виконати побудову локального фазового портрету лінійної двовимірної динамічної системи в околі її особливої точки за допомогою майстра діаграм.
Дано лінійну двовимірну динамічну систему (2.11). Побудова локального фазового портрету виконується в околі особливої точки системи – тобто в околі точки (0, 0). Перетворимо систему до такого вигляду:


 → 




Примітка: х1t, x2t варто читати як х1 у момент часу t, x2 у момент часу t відповідно.
Отже, становище системи в попередній період часу t (х1t, x2t) визначає її становище в наступний період часу t+∆t (х1t+∆t, x2t+∆t). Вихідними даними для побудови діаграми, які обираються самостійно, є:
– координати початкової точки діаграми (х1t, x2t) у період часу t = 0 обираються експериментальним шляхом;
– величина ∆t – величина кроку при переході від попереднього стану системи до наступного, для побудови діаграми рекомендоване значення складає ∆t = 0,01;
– значення коефіцієнтів а11, а12, а21, а22.
Обрані значення коефіцієнтів а11, а12, а21, а22 визначають тип поведінки системи, тобто її фазовий портрет:
1) експериментальним шляхом необхідно підібрати такі значення коефіцієнтів, щоб отримати всі можливі типи поведінки системи: фокус, вузол, сідло і центр;
2) для кожного типу поведінки побудувати відповідне характеристичне рівняння та знайти його корені. Зробити висновки щодо типу поведінки системи в околі особливої точки;
3) для одержання цілісної картини фазового портрету системи, розмістити на одній діаграмі Excel не менше чотирьох графіків з початковими координатами в різних чвертях.
Розміщення на одній діаграмі декількох фазових траєкторій виконується в такій послідовності:
– будується діаграма для першої фазової траєкторії (тип діаграми «Точкова» – «Точечная» російською);
– клацнути правою кнопкою миші в «Області побудови діаграми» та обрати з контекстного меню пункт «Вихідні дані…»;
– у вікні «Вихідні дані», вибрати вкладку «Ряд»;
– у полі «Ряд» натиснути кнопку «Додати» для додавання на діаграму нової фазової траєкторії;
– у полі «Значення Х» та «Значення У» ввести посилання на новий діапазон даних для х1 та х2 відповідно;
– натиснути кнопку «Додати» стільки разів, скільки рядів даних (фазових траєкторій) необхідно додати на діаграму.
Побудований фазовий портрет має вигляд (рис. 2.5).
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Рисунок 2.5 – Побудова фазового портрету в середовищі Microsoft Excel

Із рис. 2.5 видно, що результати аналітичного та графічного дослідження поведінки динамічної системи при заданих параметрах збігаються. Типом поведінки є стійкий фокус.
Для вихідних параметрів а11=0; а12=10; а21=-10; а22=-2 характеристичне рівняння має вигляд:

		(2.15)


Вирішуючи характеристичне рівняння, отримуємо: , звідси маємо .

Коренями квадратного рівняння λ1 та λ2 є:


		(2.16)
Оскільки корені характеристичного рівняння λ1 та λ2 комплексні та їх дійсна частина менше за нуль (дорівнює -1), то особлива точка або стійкий фокус, або стійкий вузол. 




Тема 3. Аналіз нелінійних двовимірних динамічних систем. Модель «хижак-жертва»

Мета: ознайомитися з моделлю співіснування двох конкуруючих видів

План
3.1 Принцип конкурентного виключення. 
3.2 Модель співіснування двох конкуруючих видів. 
3.3 Етапи побудови фазового портрету нелінійної системи.

Ключові слова: співіснування, конкуренція, модель, гіпотеза, чисельність, популяція, фазовий портрет.

3.1 Принцип конкурентного виключення
Більшість моделей реальних економічних систем нелінійні. Вони мають, як правило, декілька особливих траєкторій, кожна з яких повинна бути досліджена для одержання глобального фазового портрету.
Розглянемо екологічну систему з двома конкуруючими видами. Нехай це будуть, наприклад, білки і бурундуки. Суперництво цих видів не стосується середовища проживання, оскільки вони проживають в різних місцях: білки в дуплах дерев, а бурундуки в норах. Але ті й інші харчуються плодами, горіхами і комахами, тобто харчові ресурси в них спільні. В умовах суперництва двох видів за харчові ресурси їх народжуваність і смертність залежать не тільки від власної чисельності, але й від чисельності іншого виду. Доцільно зауважити, що білки і бурундуки не їдять один одного, а в розглядуваному лісі не відчувають на собі впливу третього виду – хижаків, що значно спрощує модель.
Конкуренція виникає між особинами двох або більше видів, коли вони використовують спільні ресурси. Конкуренція між двома видами тим сильніша, чим вони ближчі між собою. Два види з абсолютно однаковими потребами не можуть існувати разом: один із них через деякий час обов’язково буде витіснений. Це положення було перетворено в закон, відомий під назвою принципу Гаузе або принципу конкурентного витіснення.
Російський вчений-біолог Г.Ф. Гаузе у 30-х роках XX сторіччя вивчав співіснування двох видів інфузорій. Результати експериментів привели до висновку, який Г.Ф. Гаузе назвав правилом, або принципом конкурентного виключення. Г.Ф. Гаузе (1934) говорить, що два види з подібними екологічними вимогами не можуть тривалий час займати спільну екологічну нішу.
Принцип конкурентного виключення стверджує, що два види не можуть стійко існувати в обмеженому просторі, якщо зростання чисельності обох лімітований одним життєво важливим ресурсом, кількість і (або) доступність до-якого обмежені.
Іноді для правилу Гаузе формулюється так: два види не можуть співіснувати, якщо вони займають одну екологічну нішу. 
Те, що види з близькими екологічними потребами зазвичай не зустрічаються разом в одному місцеперебуванні, зазначалося ще натуралістами в 19 ст. і на поч. 20 ст. Чітке формулювання цього правила дав В. Вольтерра (1926) на основі вивчення математичної моделі динаміки двох популяцій, що конкурують за один харчовий ресурс. 

3.2 Модель співіснування двох конкуруючих видів
Системи, що досліджував Вольтерра, складаються з двох або декількох видів. В окремих випадках розглядається запас використовуваної їжі. В основу рівнянь, що описують взаємодію цих видів, покладені такі передумови:
1) їжа або є в необмеженій кількості, або її надходження з плином часу жорстко регламентовано;
2) особини кожного виду відмирають так, що в одиницю часу гине постійна частка існуючих особин;
3) хижаки поїдають жертв, причому в одиницю часу кількість з’їдених жертв завжди пропорційно ймовірності зустрічі особин цих двох видів, тобто добутку кількості хижаків на кількість жертв;
4) якщо є їжа в обмеженій кількості і кілька видів, які здатні її споживати, то частка їжі, споживаної видом в одиницю часу, пропорційна кількості особин цього виду, взятому з деяким коефіцієнтом, що залежить від виду (моделі міжвидової конкуренції);
5) якщо вид харчується їжею, наявної в необмеженій кількості, приріст чисельності виду в одиницю часу пропорційний чисельності виду;
6) якщо вид харчується їжею, наявною в обмеженій кількості, то його розмноження регулюється швидкістю споживання їжі, тобто за одиницю часу приріст пропорційний кількості з’їденої їжі.
Відповідно до гіпотез Вольтерра щодо взаємодії двох видів, розглянемо модель співіснування двох конкуруючих видів. 
Нехай х1 – кількість особин першого виду, х2 – кількість особин другого виду.
Припущення про наявність конкуренції означає, що популяції співіснують на обмеженій території з обмеженими ресурсами.
dx1/dt – швидкість зміни кількості особин першого виду,
dx2/dt – швидкість зміни кількості особин другого виду.
Тоді:

 – швидкість зростання першої популяції в розрахунку на 1 особину,

 – швидкість зростання другої популяції в розрахунку на 1 особину.
Нелінійна динамічна система буде мати такий вигляд:


		(3.1)
де	a, b, c, d, σ, µ > 0.
а, с – питомі швидкості зростання популяцій;
b, d – коефіцієнти, що визначають внутрішньовидову конкуренцію;
σ, µ – коефіцієнти, що визначають міжвидову конкуренцію.
х1, х2 – чисельність популяції першого та другого виду відповідно.

Конкуренція (від лат. – суперництво) – це будь-які антагоністичні відношення, пов’язані із боротьбою за існування, за домінування, за їжу, простір та інші ресурси між організмами з однаковими потребами. У результаті конкуренції одна жива істота позбавляє частини ресурсу інших, яке внаслідок цього повільніше росте, залишає менше число нащадків і має менше шансів вижити.
Результатом конкуренції може бути повне витіснення однієї з популяцій з екосистеми або звуження умов її існування до меж, які визначаються життєздатністю домінуючої популяції. 
Позбавляти один одного потенційного ресурсу можуть особини як одного, так і різних видів. У зв’язку з цим розрізняють внутрішньовидову і міжвидову конкуренцію. Потреби в ресурсах у особин одного виду більш подібні, ніж у особин різних видів, проте їх сумарні потреби в якому-небудь ресурсі можуть у даний момент перевищувати його запас. У цьому випадку особини конкурують і, природно, деякі з них позбавляються цього ресурсу.
Внутрішньовидова конкуренція. Як приклад такої конкуренції розглянемо гіпотетичну процвітаючу популяцію комах одного виду. Розшукуючи і споживаючи їжу, комахи витрачають енергію і піддають себе ризику бути з’їденими. При збільшенні щільності популяції для забезпечення життєдіяльності організмів будуть потрібні великі витрати часу й енергії. У цьому випадку зростає внутрішньовидова конкуренція, що призводить до підвищення енергетичних витрат і до зниження швидкості споживання їжі. У результаті шанси вижити зменшуються.
Аналогічна ситуація й у рослин. Одинокий проросток рослини з більшою ймовірністю доживе до репродуктивної зрілості, ніж проросток, оточений густою поросллю. Навіть якщо він не загине, то майже напевно буде дрібним, нерозвиненим, дасть мало потомства. Відповідно, підвищення щільності популяції зменшує внесок кожної особини в наступне покоління.
Загальні риси внутрішньовидової конкуренції:
– обмеженість ресурсу, за який конкурують особини;
– зниження швидкості споживання ресурсу в розрахунку на одну особину;
– нерівноцінність конкуруючих особин одного і того ж виду при подібності істотних характеристик (споживають однакові ресурси середовища);
– пряма залежність впливу на окрему особину від числа конкурентів;
– кінцевий результат конкуренції – зменшення вкладу в наступне покоління.
Міжвидова конкуренція. Незалежно від того, що лежить в основі міжвидової конкуренції – використання одних і тих же ресурсів, міжвидові взаємовідносини або хижацтво, – вона може привести або до взаємного пристосування видів, або до витіснення одного виду іншим.
Численними дослідженнями встановлено, що близькоспоріднені види тварин, що ведуть подібний спосіб життя, не живуть в одних і тих же місцях, а якщо вони і займають одну й ту ж територію, то споживають різну їжу, виявляють активність у різний час або володіють якимись іншими ознаками, що забезпечують розбіжність їх екологічних ніш. У природі не існує двох видів, які могли б займати абсолютно однакові ніші. Певну нішу має тільки один вид. В іншому випадку один вид витіснить у кінцевому підсумку інший. Це явище отримало назву принципу конкурентного виключення, або принципу Гаузе. Жорстка конкуренція може спостерігатися і в тих випадках, коли ніші частково перекриваються.

3.3 Етапи побудови фазового портрету нелінійної системи
Перетворимо нелінійну динамічну систему (3.1) до такого вигляду:

		(3.2)
Для побудови фазового портрету системи, знайдемо координати її особливих точок:

		(3.3)
Одержимо такі розв’язки цієї системи:
1) х1 = 0; х2 = 0, тобто особлива точка А(0; 0);
2) х1 = 0; х2 = c/d, тобто особлива точка B(0; c/d);
3) х1 = a/b; х2 = 0, тобто особлива точка C(a/b; 0);
4) 

Розв’язуючи цю систему, знаходимо координати четвертої особливої точки:


, тобто особлива точка D
Оскільки х1 ≥ 0; x2 ≥ 0 (за умовою задачі), то розв’язання системи має сенс у таких випадках:

.
Надалі, при визначенні типу особливої точки D, будемо розглядати перший випадок.
Проаналізуємо поведінку системи в околі особливих точок, для цього виконаємо лінеаризацію системи для кожної визначеної точки:

,

,

,

,

.
Тип поведінки в околі особливої точки визначається коренями такого характеристичного рівняння:

		(3.4)

Для особливої точки А(0; 0), одержуємо: .

Характеристичне рівняння має вигляд: . Розв’язуючи це рівняння, отримуємо: λ1 = а > 0; λ2 = с > 0. Отже, корені дійсні та більші за нуль, тому особлива точка А – нестійкий вузол.
Для особливої точки B(0; c/d), одержуємо: 

.

Характеристичне рівняння має вигляд: . Розв’язуючи це рівняння, отримуємо: λ1 = a – σ c/d < 0; λ2 = -с < 0. Отже, корені дійсні та менші за нуль, тому особлива точка В – стійкий вузол.
Для особливої точки C(a/b; 0), одержуємо:



Характеристичне рівняння має вигляд: . Розв’язуючи це рівняння, отримуємо: λ1 = -a <0; λ2 = c - µ a/b < 0. Отже, корені дійсні та менші за нуль, тому особлива точка С – стійкий вузол.

Для особливої точки D , одержуємо:


Розв’язуючи це характеристичне рівняння, отримуємо таку інформацію про його корені: λ1 і λ2 дійсні та мають різні знаки, отже особлива точка D – сідло.
У табл. 3.1 розглянемо можливі стаціонарні рішення нелінійної динамічної системи (3.2).

Таблиця 3.1 – Стаціонарні розв’язки нелінійної динамічної системи
	Координати особливих точок
	Характеристика особливих точок

	х1 = 0, х2 = 0
	Початок координат, при будь-яких параметрах системи являє собою нестійкий вузол
	–

	х1 = 0, х2 = c/d
	Якщо a > σ/d, то особлива точка – сідло, якщо a < σ/d, то особлива точка – стійкий вузол. Ці умови означають, що вид вимирає, якщо його власна швидкість зростання менша, ніж деяка критична величина.
	Виживають лише особини виду х2 (білки)

	х1 = a/b, х2 = 0
	Якщо c > µ/b, то стаціонарне рішення – сідло, якщо c < µ/b, то особлива точка – стійкий вузол.
	Виживають лише особини виду х1 (бурундуки)

	



	
Цей стаціонарний стан характеризує співіснування двох конкуруючих видів і являє собою стійкий вузол у разі виконання співвідношення:   
	Співіснування двох видів




Із останньої умови слідує, що , тоді можемо сформулювати умову співіснування видів: добуток коефіцієнтів міжпопуляційної взаємодії менше добутку коефіцієнтів внутрішньопопуляційної взаємодії.
Знаючи координати особливих точок системи, та визначивши їх тип, виконуємо побудову фазового портрету системи (рис. 3.1):

 (
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)
Рисунок 3.1 – Фазовий портрет нелінійної динамічної системи

Майже завжди система приходить або до стану рівноваги В, або С – принцип конкурентного виснаження, і лише початковим умовам, що відповідають сепаратрисам (показані на рис. 3.1 пунктирними лініями), що входить у стан рівноваги D, буде відповідати співіснування двох видів.

Питання для самоконтролю
1. Охарактеризуйте принцип конкурентного виключення.
2. Назвіть передумови моделі співіснування двох конкуруючих видів.
3. Назвіть загальні риси внутрішньовидової конкуренції.
4. Охарактеризуйте міжвидову конкуренцію.
5. Назвіть етапи побудови фазового портрету нелінійної системи.
6. Охарактеризуйте типи поведінки в околі особливих точок.
7. Охарактеризуйте стаціонарні рішення нелінійної динамічної системи.

Лабораторна робота №2
Тема: Аналіз нелінійних двовимірних динамічних систем
Мета роботи: отримати практичні навички в дослідженні нелінійних двовимірних динамічних систем.
Завдання 1. У середовищі Microsoft Excel виконати побудову фазового портрету нелінійної двовимірної динамічної системи в околі її особливих точок за допомогою майстра діаграм. Динамічна система має вигляд:

.
Перетворимо систему до вигляду:


  

	.
На рис. 3.2 показано реалізацію цієї нелінійної динамічної системи для таких вихідних параметрів: a=5; b=4; c=5; d=2; σ=4; µ=4. Для обраних вихідних параметрів a, b, c, d, σ та µ розрахувати координати особливої точки, яка є єдиною точкою співіснування двох видів, за формулами:

	.
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Рисунок 3.2 – Побудова фазового портрету нелінійної динамічної системи у середовищі Microsoft Excel

Для одержання цілісної картини фазового портрету системи, розмістити на одній діаграмі Excel не менше чотирьох фазових траєкторій.
Завдання 2. Провести дослідження екологічної системи з двома конкуруючими видами (наприклад, білки і бурундуки). За умовою моделі співіснування двох конкуруючих видів, популяції здійснюють вплив один на одного, виражений таким співвідношенням:

,
де х1, х2 – чисельність білок і бурундуків відповідно; а=с=2; b, d – коефіцієнти, що визначають вплив власної чисельності популяції на їх розвиток, тобто внутрішньовидову конкуренцію, та дорівнюють 0,01; σ, µ – коефіцієнти, що визначають влив чисельність популяції з боку суперників, тобто міжвидову конкуренцію, та становлять 0,05.
Значення коефіцієнтів (0,01 і 0,005) показують, що особини одного виду конкурують між собою за всі життєво важливі ресурси (і харчі, і місця поширення), тоді як суперництво між різними видами (білками і бурундуками) стосується тільки харчових ресурсів, тобто менш суттєве. Узагальнені коефіцієнти є некерованими параметрами (константами), х1, х2 – керовані параметри.
Розрахувати процеси зміни чисельності популяції за 30-50 періодів для таких початкових значень чисельності видів: а) 20 білок, 10 бурундуків; б) 10 білок, 10 бурундуків; в) 10 білок, 20 бурундуків. Побудувати діаграму. Приклад виконання завдання в середовищі Microsoft Excel наведено на рис. 3.3.
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Рисунок 3.3 – Приклад дослідження екологічної системи з двома конкуруючими видами



Тема 4. Коливання в нелінійних динамічних системах. 
Модель Лотки-Вольтерра

План
4.1 Модель Лотки-Вольтерра та аналіз складових моделі.
4.2 Знаходження координат особливих точок нелінійної системи. Аналіз фазових траєкторій нелінійної системи.

Ключові слова: хижак, жертва, популяція, модель, конкуренція, динамічна система, коливання, ресурси, рівняння.

4.1 Модель Лотки-Вольтерра та аналіз складових моделі
Велика кількість нелінійних моделей економічних систем характеризується тим, що динаміка розвитку фазових змінних носить коливальний характер, відмінний від гармонійного. Одним із найбільш відомих прикладів таких систем є модель Лотки-Вольтерра, що описує співіснування двох видів – хижаків та жертв. Це система двох звичайних диференціальних рівнянь першого порядку, яка описує кінетику чисельності популяції з одним типом хижаків і одним типом жертв. Характерною особливістю рівнянь є те, що їхнім розв’язком є автоколивання. Рівняння вперше запропонував Альфред Джеймс Лотка (1925 р), який використовував її для опису динаміки взаємодіючих біологічних популяцій. Трохи пізніше і незалежно від Лотки аналогічні (і більш складні) моделі були розроблені італійським математиком Віто Вольтерра (1926 р), глибокі дослідження якого в галузі екологічних проблем заклали фундамент математичної теорії біологічних співтовариств або так званої математичної екології.
Нехай існують два біологічних види, які спільно мешкають у деякому ізольованому місці. Навколишнє середовище вважається стаціонарним та забезпечує вид «жертв» усім необхідним для існування. Інший вид «хижаки» також знаходиться в стаціонарних умовах, але живиться лише представниками першого виду (жертвами). Такими простими моделями можна приблизно описувати взаємодію популяцій карасів та щук, зайців та вовків, мікробів та антитіл, лемінгів та песців.
Розглянемо просту модель розвитку популяцій хижаків та жертв. Для спрощення моделі будемо вважати їх чисельності неперервними функціями часу. До обмежень пропонованої моделі також відноситься те, що в ній не враховані просторові параметри взаємодії хижаків та жертв, залежності між величинами вважаються лінійним. Також ця модель не враховує існуючої еволюції видів жертв та хижаків.
Нехай х1 – кількість осіб першого виду (жертви), х2 – кількість осіб другого виду (хижаки).
dx1/dt – швидкість зміни кількості жертв,
dx2/dt – швидкість зміни кількості хижаків.
Тоді:

 – швидкість зростання кількості жертв у розрахунку на 1 особину,

 – швидкість зростання кількості хижаків у розрахунку на 1 особину.
Нелінійна динамічна система буде мати такий вигляд:

		(4.1)
де	a, b, c, d > 0.
	a – коефіцієнт, що визначає питому швидкість розмноження жертв;
	b – втрати від хижаків;
	с – швидкість вимирання хижаків за відсутністю жертв;
	d – вдалість полювання хижаків.

У рівняння входять такі процеси: розмноження жертв та їхня гибель в результаті поїдання хижаками, розмноження та вимирання хижаків. Вважається, що розмноження хижаків пропорційне кількості їжі, тобто, кількості потенційних жертв у популяції.

Перше рівняння моделі описує зміну з часом кількості жертв. Зміна кількості  dx жертв за час  буде відбуватися внаслідок трьох причин:

1) оскільки обмежень у кількості ресурсів їжі для жертв немає, то вони будуть необмежено розмножуватися пропорційно кількості відповідно до рівняння . Коефіцієнт пропорційності a – узагальнений коефіцієнт, який залежить від умов життя та народжуваності жертв;
2) зменшення кількості жертв буде відбуватися внаслідок вимирання популяції: кількість таких померлих жертв буде пропорційною загальній кількості існуючих жертв (тобто кількість жертв буде зменшуватися внаслідок поїдання хижаками);
3) зміна кількості жертв внаслідок природних причин, залежно від умов навколишнього середовища, народжуваність та смертність жертв за відсутності хижаків.


Друге рівняння моделі описує зміну кількості хижаків. Оскільки хижаки живляться тільки жертвами, то без присутності жертв популяція хижаків буде зменшуватися. Число dy1 померлих без їжі за час  хижаків буде пропорційним кількості хижаків: , де коефіцієнт с – показник пропорційності, отриманий аналогічно такому ж показнику для першого рівняння моделі.
Але за присутності жертв хижаки зможуть збільшувати свою популяцію пропорційно і своїй кількості, і кількості жертв.
Система рівнянь Лотки-Вольтерра знаходить застосування не тільки в природі, але дуже часто використовується в економічних системах. Наприклад, модель динаміки розвитку популяції відношення міського населення до країни і відношення середнього доходу міського населення до середнього по країні. Модель виглядає таким чином:

,


де і – зона, що розглядається; xі – населення; yі – середній дохід;  і  – динамічні параметри. 
Іншим прикладом є конкуренція на фондовій біржі, де існують два види конкуренції: між компаніями, що торгуються на біржі через їх ціну, а також між інвесторами, що полюють за компаніями. 

4.2 Знаходження координат особливих точок нелінійної системи. Аналіз фазових траєкторій нелінійної системи
Нелінійна динамічна модель Лотки-Вольтерра задається системою двох нелінійних автономних диференціальних рівнянь першого порядку. Система має дві точки рівноваги, координати яких визначаються як розв’язок системи рівнянь. Перетворимо систему (4.1) до такого вигляду:

		(4.2)
Для побудови фазового портрету системи знайдемо координати її особливих точок:

		(4.3)
Одержимо такі розв’язки цієї системи:

1) 	тобто, особлива точка А(0; 0);

2) 	тобто, особлива точка B(c/d; a/b);
Проаналізуємо поведінку системи в околі особливих точок, для цього виконаємо лінеаризацію системи в околах цих точок:

, звідки


;	;


;	

Тоді для особливої точки А(0; 0), одержуємо: .

Характеристичне рівняння має вигляд: . Розв’язуючи це рівняння, маємо: λ1 = а > 0; λ2 = -с < 0. Отже, корені дійсні та мають різні знаки, тому особлива точка А – сідло. Ця точка відповідає відсутності в популяції як жертв, так і хижаків.

Для другої особливої точки B(c/d; a/b), одержуємо: .



Характеристичне рівняння має вигляд: , спростивши яке, отримуємо – . Розв’язуючи це рівняння, знаходимо такі корені: . Отже, отримані корені комплексні, а їхні дійсні частини дорівнюють нулю, тому особлива точка В – центр.
З аналізу лінійних динамічних систем відомо, що тип поведінки системи «центр» не є структурно стійким. Це означає, що незначна зміна правих частин вихідної системи диференціальних рівнянь може призвести до того, що точка B(c/d; a/b) змінить свій тип, тобто перестане бути центром. Тому, для особливої точки B(c/d; a/b) необхідні додаткові дослідження. Для дослідження поведінки траєкторій системи в околі точки B(c/d; a/b), розглянемо перший інтеграл цієї системи. Перший інтеграл – це функція u(x1, x2), для якої:

		(4.4)
Важливою властивістю функції u(x1, x2) є те, що вона постійна уздовж кривих рішення системи (фазових кривих) і залежить від обраного частинного розв’язку. Можна показати, що перший інтеграл початкової системи буде мати вигляд:

		(4.5)
Для того, щоб визначити характер поведінки системи в околі особливої точки B(c/d; a/b), проаналізуємо поводження функцій g(x1) та h(x2) (рис. 4.1).
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Рисунок 4.1 – Динаміка поводження функцій g(x1) та h(x2)

З урахуванням графіків функцій g(x1) та h(x2) зобразимо поверхню функції u(x1, x2) (рис. 4.2).
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Рисунок 4.2 – Поверхня функції u(x1, x2)

Фазові траєкторії системи є лініями рівня цієї поверхні, тобто замкнутими траєкторіями. Отже, можна зробити висновок, що зміна правих частин початкової системи диференційних рівнянь не призведе до біфуркації в особливій точці B(c/d; a/b), а лише змінить її координати х1 і х2. Тому, фазовий портрет буде мати вигляд, як на рис. 4.3.
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Рисунок 4.3 – Коливання в нелінійній динамічній системі

Усі траєкторії початкової системи за винятком сепаратрис сідла в особливій точці А(0; 0) є замкнутими, тобто, спостерігаються коливання, відмінні від гармонійних.

Питання для самоконтролю
1. Назвіть складові нелінійної динамічної системи Лотки-Вольтерра.
2. Охарактеризуйте перше рівняння нелінійної динамічної системи Лотки-Вольтерра.
3. Охарактеризуйте друге рівняння нелінійної динамічної системи Лотки-Вольтерра.
4. Дослідіть поведінку траєкторій системи в околі точки B.
5. Чи відбудеться біфуркація в околі особливої точки В при зміні правих частин рівняння?

Лабораторна робота №3
Тема: Модель Лотки-Вольтерра
Мета роботи: навчитися будувати фазовий портрет нелінійної динамічної системи Лотки-Вольтерра.
Завдання. У середовищі Microsoft Excel виконати побудову фазового портрету нелінійної двовимірної динамічної системи, що має коливальний характер в околі її особливої точки, за допомогою майстра діаграм. Динамічна система має вигляд (4.1). Наведена модель описує співіснування двох видів: хижаків та жертв (х1 – хижаки, х2 – жертви). Підібрати параметри a, b, c, d та побудувати фазовий портрет системи, приклад виконання лабораторної роботи наведено на рис. 4.4.
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Рисунок 4.4 – Коливання в нелінійних системах

Усі траєкторії вихідної динамічної системи, за винятком сепаратрис сідла в особливій точці з координатами (0; 0), є замкнутими, тобто в системі мають місце коливання. На рис. 4.5-4.6 наведено побудову фазового портрету нелінійної динамічної системи Лотки-Вольтерра з логістичною поправкою в середовищі Microsoft Excel.
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Рисунок 4.5 – Модель Лотки-Вольтерра з логістичною поправкою 
більше нуля
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Рисунок 4.5 – Модель Лотки-Вольтерра з логістичною поправкою 
менше нуля


Тема 5. Синергетичне моделювання і управління складними системами

План
5.1 Синергетичний підхід в управлінні. 
5.2 Глобальне моделювання і аналіз світової динаміки. 
5.3 Модель світової динаміки Форрестера.

Ключові слова: моделювання, управління, система, аналіз, процес, модель, населення, синтез, тенденції, розвиток.

5.1 Синергетичний підхід в управлінні
Синергетичний підхід до управління складними системами допомагає відповісти на найважливіші методологічні питання сучасного управління. Традиційний підхід до управління ґрунтується на лінійному уявленні про функціонування систем природи і суспільства. Відповідно до цього уявлення, результат зовнішнього впливу є однозначним і лінійним, прямо пропорційним наслідком зусиль, що відповідає схемі «керуючий вплив – бажаний результат». 
Знання принципів самоорганізації складних систем, які досліджує синергетика, відкриває нові способи підвищення ефективності управління соціальними організаціями. Одна з ключових у синергетиці ідей – це ідея про те, що існує поле можливих шляхів розвитку для будь-якої складної системи, спектр структур – атракторів розвитку, яке потенційно міститься в ній, – «мовчазне знання» цієї системи. Уже одна ця важлива ідея дозволяє керівникові більш оптимістично дивитися в майбутнє і розуміти, в якому напрямку застосовувати власні зусилля для ефективного управління своєю організацією. Чому? По-перше, якщо ми усвідомили, що існує безліч шляхів розвитку, що той чи інший шлях не визначений, не єдиний, то це означає, що в керівника завжди є право вибору кращого, оптимального, найбільш пріоритетного для цієї організації шляху.
Майбутнє не однозначно визначається існуючими початковими умовами нелінійної системи. Завтрашній день не можна передбачити, спираючись тільки на попередній, накопичений нами досвід. Це сумно і кепсько, але це водночас і добре – відкриваються простори для творчості, пошуку нових напрямків до успіху. Отже, перед кожним керівником стоїть завдання вибору оптимального шляху розвитку, оптимальної організації своїх дій. Цей оптимальний шлях потрібно знайти, ним необхідно управляти!
По-друге, слід розуміти, що хоча шляхів розвитку може бути дуже багато, їхня кількість усе ж не є нескінченною. Отже, в конкретній соціальній системі чи організації можна реалізувати далеко не всі ті напрямки дій, які є бажаними особисто для керівника. Він повинен чітко усвідомлювати все це, щоб «не наламати дров» у своїх керівних діях.
По-третє, знання обмежень, тобто того, що взагалі не можна здійснити в даній системі, знання своєрідних «принципів заборони» – це вже дуже цінне знання. Багато чого в цьому світі зробити не можна, тому що це суперечить природі реальності та її законам. Знаючи набір жорстких і ймовірних обмежень, керівник не буде витрачати даремно свої матеріальні та духовні ресурси, час, ентузіазм, енергію підлеглих йому людей.
По-четверте, відповідно до загальних закономірностей самоорганізації, в управлінні необхідно навчитися орієнтуватися на власні природні тенденції розвитку самої природи цієї організації, «вирахувати» і розуміти її суть. Тоді керівник знатиме, як потрапляти в резонанс із діями керованої ним організаційної структури. І тоді не виникатиме потреби в насильстві над суттю та природою даної організації.
Мистецтво м’якого, нелінійного управління полягає в способах самоврядування і самоконтролю. Головна проблема в тому, як управляти не керуючи, як малим резонансним впливом підштовхнути систему на один із власних і сприятливих для суб’єкта шляхів розвитку, як забезпечити самоврядний і самопідтримуваний розвиток. Фактично ці синергетичні засади узгоджуються з відомими на Сході правилами поведінки, перш за все з принципом ненасильства. 
«Думай глобально, щоб ефективно діяти локально!» – ось гасло ефективного управління в епоху глобалізації.
Нелінійний синтез – це об’єднання не жорстко встановлених, фіксованих структур, а структур, які мають різний «вік» і знаходяться на різних стадіях розвитку. Це – конфігураційно правильне (резонансне) поєднання елементів «пам’яті», причому «пам’яті різної глибини».
Принципи нелінійного синтезу, коеволюції дисипативних структур у складне ціле, можуть бути підсумовані у вигляді таких основних позицій:
− саме загальний темп розвитку є ключовим індикатором зв’язку структур в єдине ціле, показником того, що ми маємо справу з цілісною структурою, а не з конгломератом розрізнених фрагментів;
− існує багато способів складання цілого з частин;
− ціле збирається не по крихтах, а великими шматками, великими блоками, воно збирається не з окремих елементів, скажімо атомів, а з проміжних середовищ, що вибудовуються – у випадку прогресивної еволюції – у вигляді ієрархії середовищ, які мають різну нелінійність;
− структури-частини входять у ціле не в незмінному вигляді, а певним чином трансформуються, деформуються відповідно до особливостей еволюційного цілого;
− для об’єднання «різновікових структур» (хоча б як структур минулого, сучасного і майбутнього) в єдину стійку еволюціонуючу структуру, необхідно порушити симетрію; шлях до зростаючої складності світу – це шлях збільшення кількості моментів порушення симетрії в конфігурації складних структур;
− для утворення стійкої цілісної структури є важливою належна топологія з’єднання структур (скажімо, у випадку структури горіння нелінійного дисипативного середовища – правильний конфігураційний розподіл максимумів і мінімумів інтенсивності горіння структури);
− для складання нової складної структури, для перекристалізації середовища потрібно створити ситуацію «на межі хаосу», коли незначні флуктуації здатні ініціювати фазовий перехід, скинути систему в інший стан, задати інший хід процесу морфогенезу, інший спосіб збирання складного цілого. «Сама природа коеволюції полягає в досягненні цієї межі хаосу». Зауважимо, що коеволюція – не просто процес пристосування частин одна до одної при утворенні складного цілого, а й процес їхнього резонансного взаємного розташування та синхронізації.

5.2 Глобальне моделювання і аналіз світової динаміки
У наш час широко обговорюється коло проблем, пов’язаних із глобалізацією. Під глобалізацією часто розуміють нинішню тенденцію до збільшення свободи руху капіталів і робочої сили, до зростання геоекономічної залежності різних країн та регіонів. Із системної точки зору первинним у цьому процесі є не товари, фінанси і люди, а інформація, точніше кажучи, «правила гри». Відмінною рисою цих правил є те, що вони диктують спосіб дій і самовідтворюються. До таких правил можна віднести, наприклад, вірування, смисли і цінності, мову, прийняті норми, поведінкові стратегії. У глобалізації головну роль відіграють процеси поширення ліберально-демократичних цінностей, лібералізації економічної політики, уніфікації законодавства, американізації культури. У світовій історії схожа «експансія інформації» мала місце вже не раз. При цьому в більшості випадків відбувається «уніфікація», коли, врешті-решт, залишається один тип інформації. Різноманітність знищується, поступаючись місцем єдності. 
При дослідженні нинішніх реалій у розвитку світу, природно виділити провідні змінні («параметри порядку» – в термінах нелінійної динаміки). Очевидно, на найвищому, узагальнюючому рівні їх три. Перший – кількість людей, які живуть на Землі. Зрозуміло, що у згорнутому вигляді він відображає підсумок пройденого історичного шляху, а також показує, який обсяг ресурсів необхідний людству. Другий параметр відображає технологічний рівень, досягнутий світовою спільнотою. Технології – це кошти, які жорстко визначають коридор можливостей у досягненні поставлених суспільством цілей. Третій параметр характеризує самі цілі, «великі проекти», які свідомо чи несвідомо реалізовує людство. Аналіз змін, що відбуваються, і сучасних тенденцій засвідчує, що динаміка кожного з цих параметрів істотно змінилася за останні десятиліття.
Як стверджують дані палеодемографів, чисельність населення Землі протягом останніх 100 тисяч років зростала за гіперболічним законом. Інакше кажучи, швидкість зміни чисельності населення планети була пропорційна квадрату числа людей. Протягом останніх десятиліть цей закон кардинально змінився: швидкість зростання чисельності жителів планети зменшилась. Це явище отримало назву демографічного переходу. Названий перехід пов’язаний не з нестачею ресурсів, а зі зміною поведінкових стратегій (особливо помітно впала народжуваність в економічно розвинених країнах). Побудовані глобальні демографічні моделі прогнозують стабілізацію населення світу на рівні 
10-12 млрд людей у другій половині нинішнього століття – за сприятливого сценарію розвитку світової системи.
Перша глобальна модель побудована в 1970-1971 рр. Її автором був професор Дж. Форрестер, який багато років займався створенням методології міждисциплінарних досліджень складних систем, що отримала назву «системна динаміка». На основі цієї методології, апробованої раніше (для дослідження промислових підприємств і процесів урбанізації), було створено динамічну модель світової системи. Навіть через тридцять років підхід Форрестера до побудови моделі видається досить цікавим і розумним, а сама модель встигла стати класикою і посісти почесне місце в низці глобальних моделей.
Модель Форрестера, по суті, відкрила світову динаміку – новий напрямок математичного моделювання в вирішенні насущних завдань, які знаходяться на стику гуманітарних і природничих наук, пов’язаних з аналізом і прогнозом основних світових тенденцій. Підхід, запропонований у цій моделі, отримав подальший розвиток. Праця Форрестера дала важливий поштовх до появи нових досліджень, що згодом отримали назву «глобальне моделювання».
У згаданій моделі світ розглядається як єдина система різних взаємодіючих факторів. Форрестер виділяє п’ять основних змінних, що змінюються з часом і характеризують стан усього світу. Це – населення, основні світові фонди, частка фондів у сільському господарстві, рівень глобального забруднення і запас світових невідновлюваних природних ресурсів. Впливи одних змінних на інші задаються через допоміжні фактори. Для цього спочатку будується діаграма причинно-наслідкових зв’язків, яким потім надається кількісний характер (вид функціональних залежностей). Динаміку цих п’яти змінних Форрестер і досліджує. Для них складаються звичайні диференційні рівняння. У підсумку виходить проста модель, яку досить легко аналізувати.
Результати моделювання показали, що загальне системне зростання рано чи пізно змінюється загальною кризою. Це відбувається, перш за все, через вичерпування ресурсів. У цьому випадку спрацьовує наступний ланцюжок причинно-наслідкових зв’язків: зменшення запасу ресурсів веде до зниження рівня життя, це, своєю чергою, призводить до зростання смертності та зниження інвестицій, а звідси, як наслідок, – різке скорочення чисельності населення і падіння промислового виробництва.
Отже, з моделі випливає висновок: за збереження сучасних тенденцій розвитку суспільства серйозна криза у взаємовідносинах людини і навколишнього середовища є неминучою. Зростання не може тривати нескінченно довго, рано чи пізно воно буде зупинено. Питання, на яке шукав відповідь Форрестер: яким чином зростання припиниться? Оскільки відповідь, яку давала модель, вченого не задовольняла, він висунув концепцію глобальної рівноваги. У термінах моделі це означало вихід усіх змінних на стаціонарний режим, стабілізацію. З огляду на структуру моделі та характер її результатів, така стабілізація справді означала б якийсь успіх, однак досягти її в рамках моделі принципово неможливо – через дії названих зв’язків.

5.3 Модель світової динаміки Форрестера
Модель Форрестера побудована за принципами системної динаміки – методом вивчення складних систем із нелінійними зворотними зв’язками, який раніше сам же Форрестер і розробляв зі своїми співробітниками протягом майже п’ятнадцять років (з кінця 50-х рр.). Аналітичні основи побудови моделі, призначеної для імітації світових процесів, були розглянуті в його попередніх працях, присвячених вивченню промислових і урбанізованих систем: певний «стрибок» полягав лише в тому, щоб перейти від таких мікросистем до глобальної макросистеми.
Метод системної динаміки передбачає, що для основних фазових змінних (так званих системних рівнів) записуються диференційні рівняння одного типу:

,
де y+ – невід’ємний темп швидкості змінної y, що включає в себе всі фактори, які викликають зростання змінної y; y− – від’ємний темп швидкості, що включає всі фактори, які викликають зменшення змінної y.
Передбачається, що ці темпи виражаються через добуток функцій, що залежать тільки від так званих факторів – допоміжних змінних, які є комбінаціями основних змінних:

,

де  – фактори, причому m = m(j) < n, k < n (n – число рівнів), тобто факторів менше, ніж змінних, що дозволяє спростити задачу і розглядати тільки функції однієї змінної.
Безпосереднє моделювання світової динаміки проводилося Форрестером поетапно.
1. Концептуалізація – виділення головного. На цьому етапі виділяються найбільш істотні, на погляд Форрестера, світові процеси, такі як: 
1) швидке зростання населення; 
2) індустріалізація і пов’язане з нею промислове зростання; 
3) брак продовольства; 
4) зростання відходів виробництва; 
5) брак ресурсів.
Звідси основні змінні (рівні): 
1) населення P; 
2) основні фонди K; 
3) частка фондів у сільському господарстві (тобто в галузі забезпечення їжею) X;
4) рівень забруднення (або просто забруднення) Z; 
5) кількість невідновлюваних природних ресурсів R.
Фактори, через які здійснюється взаємовплив змінних при побудові диференційних рівнянь: 
1) відносна чисельність населення PР (населення, нормоване на його чисельність у 1970 р.); 
2) питомий капітал KР; 
3) матеріальний рівень життя C; 
4) відносний рівень харчування (кількість їжі на особу) F; 
5) нормована величина питомого капіталу в сільському господарстві XР; 
6) відносне забруднення Zs; 
7) частка ресурсів, що залишаються, RR.
Крім наведених змінних, Форрестер увів також поняття «якість життя» Q. Цей фактор є своєрідною мірою функціонування досліджуваної системи, тобто має характер індикатора. Залежить цей індикатор від чотирьох факторів: Pp, C, F та Zs.
Декілька слів про одиниці вимірювання основних змінних. Населення природно оцінювати числом людей; частка фондів у сільському господарстві – безрозмірна величина між 0 і 1. Одиницею капіталу вважається умовна величина – капітал, який припадає на душу населення в 1970 р.; одиницею ресурсів вважається їхнє річне споживання в 1970 р.; за одиницю забруднення приймається умовна величина – забруднення, що припадає на одну людину в 1970 р.
2. Складання рівнянь. Для системних рівнів записується система диференційних рівнянь, спрощений вигляд якої такий:
 			,
, 			.
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де B = B (C, F, PP, ZS) =  – темп народжуваності,  – темп смертності,  – швидкість виробництва нових фондів, TK = 40 років – стала зносу основних фондів,  – приріст частки сільськогосподарських фондів, TX = 15 років – час вибуття частки сільськогосподарських фондів,  – швидкість генерації забруднення,  – швидкість споживання ресурсів.
Рівняння для допоміжних змінних наведено у таблиці 5.1.


Таблиця 5.1 – Розрахункові формули
	Назва показника
	Формула для розрахунку
	Назва показника
	Формула для розрахунку

	Відносна щільність населення
	
	Відносна величина сільськогосподарських фондів
	

	Питомий  капітал 
	
	Так звана відносна якість життя 
	

	Відносне забруднення 
	
	Рівень харчування
	

	Частка ресурсів, що залишилися 
	
	Так званий матеріальний рівень життя 
	



Усі зазначені вище букви з підрядковими символами (BC, BF, KC і т.д.) є, власне, таблицями з лінійної інтерполяцією. Ці таблиці будувалися (задавалися) або експертами в тій чи іншій галузі, або – якщо експертів не було – самим Форрестером:
– BС = T1(C) – залежність народжуваності від матеріального рівня життя (рис. 5.1.а);
– BP = T2(PР) – залежність народжуваності від щільності населення;
– BF = T3(F) – залежність народжуваності від харчування (рис. 5.1.б);
– BZ = T4(ZS) – залежність народжуваності від забруднення;
– DC = T5(C) – залежність смертності від матеріального рівня життя;
– DP = T6(PP) – залежність смертності від щільності населення;
– DF = T7(F) – залежність смертності від харчування;
– DZ = T8(ZS) – залежність смертності від забруднення (рис. 5.1.в);
–KC = T9(C) – залежність капіталовкладень від матеріального рівня життя;
– QC = T10(C) – залежність якості життя від матеріального рівня життя;
– QF = T11(F) – залежність якості життя від харчування;
– XQ = T12(QCF) – залежність частки фондів у сільському господарстві від відносної якості життя;
– XF = T13(F) – залежність частки фондів у сільському господарстві від харчування;
– Fx = T14(XP) – харчовий потенціал фондів;
– FP = T15(PP) – залежність виробництва їжі від щільності населення;
– FZ = T16(ZS) – залежність виробництва їжі від забруднення;
– ZK = T17(KP) – залежність забруднення від питомого обсягу фондів;
– TZ = T18(ZS) – час розкладання забруднення – відображає ускладненість природного розкладання при збільшенні забруднення (рис. 5.1.г);
– RC = T19(C) – залежність видобутку ресурсів від матеріального рівня життя (рис. 5.1.д);
– ER = T20(RR) – множник видобутку ресурсів – вказує на зростання труднощів видобутку ресурсів зі зменшенням їхньої кількості (рис. 5.1.е).
Константи: .
Початкові дані:
 /
Якість життя – як міра функціонування світової системи: , де QP – множник залежності якості життя від щільності населення, QZ – залежність якості життя від рівня забруднення. Сам по собі цей фактор ніяк не впливає на інші змінні, а тому не має якогось особливого математично смислового навантаження, – це просто своєрідний індикатор поведінки світової системи, яка моделюється.
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		а) 				б)				в)
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		г) 				д)				е)
Рисунок 5.1. Графік залежності макроекономічний показників

Варто зауважити, що про технології та їхній розвиток Форрестер у своїй моделі нічого не говорить. Тут позиція дослідника така: зафіксовано існуючи можливості (технологічний рівень) на даному етапі та екстраполюються сучасні тенденції в частині споживання ресурсів, зростання забруднення, вибуття родючих земель, демографічної динаміки. Зрозуміло, до чого це призведе. З іншого боку, цим Форрестер показав необхідність розвитку потрібних технологій, які вирішують те коло завдань, яке розглядається в моделі. Слід сказати, що задача автора при побудові моделі полягала не в точному прогнозі кількісних характеристик світової системи, а швидше у виявленні загальних якісних тенденцій динаміки основних змінних, в аналізі чутливості результатів до різних закладених у модель припущень).

Питання для самоконтролю
1. Дайте визначення терміну «нелінійний синтез».
2. Поясніть значення терміну «синергетичний підхід».
3. Поясніть зміст моделі світової динаміки.
4. Охарактеризуйте складові моделі світової динаміки Форрестера.


Розділ ІІ. Використання методів економічної динаміки при моделюванні економіки

Тема 6. Аналіз нелінійних динамічних систем з граничним циклом

План
6.1 Сутність поняття «граничний цикл», фазовий портрет динамічної системи із граничним циклом. 
6.2 Дослідження складових моделі Холлінга-Теннера. 
6.3 Аналіз типів особливих точок та етапи побудови фазового портрету моделі Холлінга-Теннера. 

Ключові слова: фазовий портрет, модель, система, швидкість зростання, хижак, жертва, конкуренція, автоколивання.

6.1 Сутність поняття «граничний цикл», фазовий портрет динамічної системи із граничним циклом
Модель Лотки-Вольтерра нестійка до збурень, оскільки її стаціонарний стан – центр (структурно не стійкий). Існує інший вид моделей, в яких виникають незгасаючі коливання – це моделі, що мають на фазових портретах граничні цикли. Така модель існує для системи конкуруючих видів – це нелінійна модель системи «хижак-жертва» була запропонована Холлінгом та Теннером. 
Отже, розглянемо приклад динамічної системи «хижак-жертва», що має ізольований граничний цикл. Граничний цикл – це ізольована замкнута траєкторія, до якої прагнуть усі фазові траєкторії системи, що перебувають всередині й зовні неї (рис. 6.1):

 (
х
1
х
2
0
О
Граничний цикл
)
Рисунок 6.1 – Фазовий портрет динамічної системи із граничним циклом

6.2 Дослідження складових моделі Холлінга-Теннера
Із фізичної точки зору, граничним циклам відповідають автоколивальні режими. Граничні цикли можливі тільки в нелінійних системах. При наявності стійкого граничного циклу властивості сталих коливань визначаються тільки системою.
Швидкість зростання популяції жертв dx1/dt в цій моделі дорівнює сумі трьох величин:
1) швидкості розмноження за відсутності хижаків:  rx1;

2) впливу міжвидової конкуренції за їжу при обмежених ресурсах (для випадку конкуруючих виробників цей вплив обмежених сировинних ресурсів): ;

3) впливу хижаків, у припущенні, що хижак перестає вбивати, коли насичується: .
Швидкість зростання популяції хижаків dx2/dt будується так само, як у моделі Лотки-Вольтерра, в припущенні, що жертви зустрічаються рідко. Якщо для підтримки життя одного хижака потрібно j жертв, то популяція з х1 жертв зможе забезпечити їжею х1/j хижаків. Модель зростання популяції хижаків, у якій їх чисельність не може перевищити цю критичну величину, має вигляд: 

.
Отже, маємо модель Холлінга-Теннера:

,
де r, s, k, d, j > 0.
Приклад такої динамічної системи має вигляд (5.1):

	,	(6.1)
де	х1 – кількість жертв; 	х2 – кількість хижаків, життя яких може бути підтримано популяцією жертв чисельністю х1 (х1 > 0; х2 > 0 – визначаються природою змінних);

 – швидкість зростання кількості жертв в розрахунку на 1 особину;

 – швидкість зростання кількості хижаків в розрахунку на 1 особину;
r – коефіцієнт природного приросту жертв;
k – коефіцієнт, що відображає внутрішньовидову конкуренцію між жертвами;
w, d – коефіцієнти, що відображають насичення апетиту хижаків;
j – кількість жертв, необхідних для підтримки життя одного хижака;
s – коефіцієнт природного приросту хижаків.

6.3 Аналіз типів особливих точок та етапи побудови фазового портрету моделі Холлінга-Теннера
Представимо систему (6.1) у вигляді (6.2):

		(6.2)
Знайдемо особливі точки системи (5.3):


	   →   	(6.3)
Виразимо х2 з першого й другого рівняння системи (6.3), одержимо (6.4):

		(6.4)
Зобразимо графічно отримані залежності х2 від х1, точка перетину яких дасть нам особливу точку вихідної системи (рис. 6.2).
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Рисунок 6.2 – Визначення координат особливої точки системи

Зображені на рис. 6.2 лінії, точка перетину яких є особливою точкою, називаються ізоклінами вихідної системи.
Ізокліна – геометричне місце точок фазової площини, в яких фазові траєкторії мають однаковий нахил.

Виконаємо перевірку, чи дійсно точки (rk, 0) та (0, dr/w) є точками перетину ізокліни  з осями координат.
1. Точка (rk, 0):

х1 = rk, тоді .
2. Точка (0, dr/w):

х1 = 0, тоді .
3. 

Для знаходження точки максимуму рівняння , знайдемо, чому буде дорівнює х1 за умови :


   →      →


4. Знайдемо координати особливої точки. Із системи (6.4) будемо мати:


   →      →



Розв’язуючи отримане квадратне рівняння, знаходимо координати особливої точки (6.5):


; 	(6.5)
Лінеаризуємо систему в околі особливої точки:


, з цієї системи маємо:

,

,

,

.

Підставивши знайдені координати особливої точки в отримані вирази, склавши характеристичне рівняння й розрахувавши його корені, одержуємо, що тип особливої точки – нестійкий фокус.
Щоб проаналізувати можливість існування замкнутої траєкторії, розглянемо область, обмежену траєкторією, що починається в точці К та ізокліною, що виходить із цієї точки (рис. 6.3).
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Рисунок 6.3 – Аналіз поводження системи

У випадку, коли особлива точка системи є нестійким фокусом, аналіз поводження траєкторій системи дає такі результати: ті траєкторії, які потрапляють в область S через відрізок ізокліни АК (інакше вони туди потрапити не можуть), з ростом часу не зможуть покинути цю область, тому що з відрізком траєкторії вони не можуть перетнутися, а з відрізком ізокліни АК вони можуть перетнутися лише в напрямку протилежному тому, що має місце.
Отже, всі траєкторії, що попадають всередину області S повинні залишатися в ній. Ці траєкторії не можуть притягуватися особливою точкою, що перебуває всередині області, тому що розгляд виконується для нестійкого фокуса. Тому всередині області повинна існувати деяка притягуюча множина. Оскільки, інших особливих точок, крім нестійкого фокуса, всередині області немає, то в області S повинен існувати граничний цикл, до якого іззовні будуть прагнути всі траєкторії, що починаються за межами області S, а зсередини – всі траєкторії, що починаються в околі особливої точки.
Головна властивість цієї моделі полягає в тому, що врешті решт коливання задаються граничним циклом фазового портрету, який може бути стійким. Він визначає амплітуду коливань, яка встановлюються у стаціонарному режимі роботи системи. При цьому коливання можуть як затухати з часом, так і зростати, наближаючись до стаціонарних коливань.

Питання для самоконтролю
1. Назвіть основні положення моделі конкуруючих видів Холлінга-Тенерра.
2. Дайте визначення поняття «граничний цикл».
3. Охарактеризуйте складові моделі Холлінга-Теннера.
4. Проаналізуйте особливі точки моделі Холлінга-Теннера.
5. Назвіть етапи побудови фазового портрету моделі Холлінга-Теннера. 
6. Проаналізуйте поводження системи в околі особливих точок.

Лабораторна робота №4
Тема: Граничні цикли в нелінійних динамічних системах
Мета роботи: навчитися будувати фазовий портрет нелінійної динамічної системи з граничним циклом.
Завдання. У середовищі Microsoft Excel виконати побудову фазового портрету нелінійної двовимірної динамічної системи, яка має граничний цикл, за допомогою майстра діаграм.

Динамічна система має вигляд: .
Розрахувати координати особливої точки (точки перетину ізоклін); точки перетину ізоклін з осями координат.
Побудувати фазовий портрет системи для таких вхідних параметрів: 
r = 1; s = 0,25; k = 7; d = 1; w = 1,5; j = 0,5.
Фазовий портрет повинен складатись як мінімум з двох траєкторій. Перша траєкторія починається в околі особливої точки і наближується до граничного циклу з середини. Друга траєкторія починається і наближається до граничного циклу іззовні. 
Приклад виконання побудови моделі конкуруючих видів Холлінга-Теннера у середовищі Microsoft Excel наведено на рис. 6.4 та рис. 6.5.
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Рисунок 6.4 – Реалізація моделі конкуруючих видів Холлінга-Теннера

ТЕМА 7. Економічні динамічні системи з неперервним часом.

План
7.1 Неокласична модель зростання (модель Солоу).
7.2 Спрощена модель національної економіки. 
7.3 Модель Вальраса регулювання ціни. 
7.4 Динамічна Кейнсіанська модель.

Ключові слова: економічне зростання, національна економіка, ціна, модель, динамічна система. 

7.1 Неокласична модель зростання (модель Солоу)
Дана модель ґрунтується на таких припущеннях: економіка розглядається як єдине ціле (без структурних підрозділів), виробляється єдиний універсальний продукт, що може споживатися як у невиробничій сфері, так і у виробничій; споживання продукту у виробничій сфері може розглядатися як інвестування. Ця модель досить адекватно відбиває найважливіші макроекономічні аспекти, у тому числі і процес відтворення.
Стан економіки в моделі Солоу задається п’ятьма змінними: Y  національний дохід (кінцевий продукт), К  обсяг капіталовкладень (виробничих фондів), L  величина витрат праці, I – інвестиції, C  невиробниче споживання. Вважаємо, що ресурси (виробничі та невиробничі) використовуються повністю. 
Частина національного доходу – фонд накопичення I  використовується на збільшення капіталу для розширення виробництва (інвестування). Інша частина утворює фонд споживання C і задовольняє суспільні потреби.
Річний кінцевий продукт є функцією виробничих фондів та праці: 
Y = F(K, L). 					(7.1)
Функція F(K,L) задовольняє вимоги до виробничих функцій та вважається лінійно-однорідною: (F(K, L) =  F(K, L)), де  > 0. 
Властивість лінійної однорідності виражає ідею Сея про те, що дохід від виробництва розподіляється пропорційно факторам виробництва, а коефіцієнтами пропорційності служать граничні продуктивності факторів.
Отже, F(K, L)  виробнича функція. Нехай y=f(k)  продуктивність праці:

y=f(k) =,			(7.2)

де k =   фондоозброєність; f/(k) > 0, f"(k) < 0 (як наслідок з визначення виробничої функції).
Кінцевий продукт Y використовується на невиробниче споживання C та інвестиції I, тобто баланс виробництва і розподілу національного доходу має простий вигляд: 
Y=I + C,

Нехай  ( = const 0 <  < 1)  норма інвестицій (норма накопичення), тобто: I = Y, тоді: C=(1  )Y. Нехай має місце природний приріст трудових ресурсів, тобто:  (=сonst). Розв’язуючи це диференціальне рівняння, одержуємо:

L(t)=L0 ,
де L0= L(0) – трудові ресурси на початку спостереження. Отже, робоча сила є зростаючою із заданим постійним темпом .
Повинні виконуватися очевидні умови:
I  0, C  0 .					(7.3)
Інвестиції використовуються на відновлення (амортизацію) основних фондів та на їх приріст, тобто:

I= K + ,
де   норма амортизації. 
Тоді

= Y  K, 	K(0)= K0.
Отже, динамічна односекторна модель Солоу (найпростіша модель економічного зростання) задається системою рівнянь:
C=(1  )Y.						(7.4)
Y = F(K, L), 					(7.5)

L(t)=L0 ,						(7.6)

= Y  K, 	K(0)= K0.				(7.7)
Похідна функції фондоозброєності k за часом має вигляд:


== y k  k = y k( + ).
Отже,

y k( + ); 				(7.8)

k(0)=k0=.

Рівняння (7.8) називається рівнянням неокласичного зростання. Поведінка макропоказників моделі Солоу повністю визначається рівнянням (7.8) і динамікою (7.6) трудових ресурсів L(t)=L0. 
Рівняння (7.8)  це диференційне рівняння першого порядку зі змінними, що розділяються, і початковою умовою (задача Коші), тому воно має єдиний розв’язок. 

7.2 Спрощена модель національної економіки
У спрощеній моделі національної економіки основними змінними виступають: національний дохід W, споживання S і державні витрати Е. Нехай швидкість зміни національного доходу подається формулою:
[image: ]  < 0,  < 0,

швидкість зміни споживання: , >0, де D  різниця між доходом і споживанням. 
Нехай W  національний дохід, а сумарне споживання дорівнює S + Е, отже: 
D = W  S  Е.
Підстановка в рівняння для S' дає S'= (W S  E). Передбачається, що урядові витрати постійні і дорівнюють Е=Е0.
Тоді спрощену математичну модель національної економіки, що розглядається, можна подати як систему двох диференціальних рівнянь:

.					(7.9)
Це лінійна динамічна система, що подається неоднорідною системою лінійних диференціальних рівнянь першого порядку. 
Розглянемо поведінку системи в часі.
Точку рівноваги системи знаходимо із системи рівнянь:

.						(7.10)
Точка рівноваги системи (стаціонарна точка, точка покою) має координати:


W'= , S'=.						
У реальній моделі значення W, S і E0 не можуть бути від’ємними, тож 
 > . Матриця коефіцієнтів А однорідної системи диференціального рівняння (7.9) має вигляд:

А=.							
Визначимо слід і детермінант матриці А: Tr(A)=   , Det (A)= (  ).
Характеристичне рівняння однорідної системи (7.9) має вигляд: 

.				(7.11)
Корені характеристичного рівняння визначаються за формулою:

		     (7.12)
Оскільки,  > , то det(A) > 0, отже, точка рівноваги системи не може бути сідлом. Якщо  > , то Tr(A) > 0, і економічна система є нестійкою. У випадку  <  економічна система є стабільною. Якщо  = , тоді атрактор є граничним циклом.

7.3 Модель Вальраса регулювання ціни
Для побудови динамічної моделі приймемо декілька припущень. 
Припущення 1. Ціна регулюється при надлишковому попиті відповідно до рівняння: 

,  > 0, 				(7.13)
де D = a + bp  функція попиту, S = mN  функція пропозиції, р  ціна, N  кількість фірм у галузі промисловості,   коефіцієнт швидкості  регулювання. 
Підставивши вирази для функцій попиту і пропозиції в рівняння (7.13), одержуємо:

.				(7.14)
Припущення 2. Кількість фірм на ринку задовольняє рівнянню:

				(7.15)

де   фіксовані середні витрати виробництва. 

Кількість фірм N збільшується (), якщо ціна перевищує середні витрати (доходи додатні), і зменшується, якщо ціна менше середніх витрат (доходи від’ємні). 
Рівняння (7.14) та (7.15) складають систему лінійних диференціальних рівнянь першого порядку моделі Вальраса регулювання ціни.
Запишемо модель (7.14-7.15) у матричному вигляді:

,

де   матриця коефіцієнтів системи рівнянь моделі.


Проведемо дослідження динаміки поведінки моделі. Визначник матриці коефіцієнтів системи . Слід матриці коефіцієнтів .
Характеристичне рівняння системи (7.14-7.15):
2  + b – m = 0.					(7.16)
Корені характеристичного рівняння визначаються за формулою:

.

Параметр , отже, необхідною і достатньою умовою стабільності моделі є умова b<0. Останнє означає, функція попиту повинна бути спадною. Щоб визначити, чи будуть корені характеристичного рівняння дійсними або комплексними, підрахуємо величину (TrA  4det A)  дискримінант характеристичного рівняння (7.12): TrA  4det A= (b)2-4(m).
У загальному випадку не можна визначитися, чи буде ця величина додатною або від’ємною. Це залежить від чисельних значень параметрів , b, m, . Отже, єдине, що можна сказати про динаміку моделі, що розглядається,  кожний розв’язок системи збігається до стаціонарного тоді і тільки тоді, коли 
b<0. При цьому точка рівноваги системи є стійким вузлом або стійким фокусом залежно від того, чи буде величина (b)2 – 4m додатною або від’ємною. 

7.4 Динамічна Кейнсіанська модель
Розглянемо найпростішу Кейнсіанську модель, у якій національний дохід у реагує на надлишковий попит на товар, тобто надлишок інвестицій I над заощадженнями S, а відсоткова ставка реагує на надлишок попиту на гроші L(Y,r) екзогенно визначеною пропозицією грошей М, тобто:

					(7.17)

де   функція інвестування; 

 функції заощаджень; 


 – дорівнює приватним заощадженням, тобто постійній частині  доходу, яким можна варіювати; 

 – дорівнює державним заощадженням, тобто податок (Т) мінус витрати (передбачаються заданими екзогенно); 

hi  – дорівнює додатній постійній швидкості регулювання,   для простоти; 


 – дорівнює діловому попиту (ky) і спекулятивному попиту ; 
М – дорівнює экзогенно визначеній пропозиції грошей. 
Усі коефіцієнти α, β, k – додатні постійні.
Після підстановки одержуємо неоднорідну автономну систему двох лінійних диференціальних рівнянь першого порядку:

			(7.18)

де   матриця коефіцієнтів системи рівнянь моделі.


Слід матриці , отже, модель стійка. Визначник матриці А дорівнює .
Динаміка поведінки системи (7.18) визначається загальним розв’язком відповідної однорідної системи диференціальних рівнянь:

						(7.19)
З характеристичного рівняння системи (7.19): 

,			(7.20)
одержуємо вираз для визначення коренів характеристичного рівняння:

.		






Обидва корені характеристичного рівняння однакового знака, обидва від’ємні. Якщо , , маємо два дійсних різних корені рівняння (7.20); якщо , тобто , рівняння (7.20) має один кратний корінь; якщо , тобто , рівняння (7.20) має комплексні корені. В окремих випадках: 



a), тобто коли маргінальна схильність до заощаджень дорівнює коефіцієнту еластичності спекулятивного попиту на гроші, , фазовий портрет є стійким фокусом; 


б) , тобто функція ділового попиту має той же кутовий коефіцієнт, що і функція інвестицій (за абсолютною величиною),  і фазовим портретом системи знов є стійкий фокус.

Питання для самоконтролю
1. Яке рівняння має назву рівняння неокласичного зростання?
2. Яка траєкторія має назву стаціонарної в моделі Солоу?
3. Поясніть залежність характеру динаміки поведінки економічної системи, яка задається спрощеною математичною моделлю національної економіки, від значень екзогенних змінних , , . 
4. Поясніть необхідну і достатню умову стабільності моделі Вальраса регулювання ціни.
5. Охарактеризуйте складові динамічної Кейнсіанської моделі.
6. Якими змінними задається стан економіки в моделі Солоу?







Тема 8. Моделі дискретних динамічних систем в економіці. Павутиноподібна модель ринкової рівноваги

План
8.1 Дискретні динамічні системи в економіці. Загальна економічна рівновага. 
8.2 Функції попиту та пропозиції на ринку досконалої конкуренції.
8.3 Павутиноподібна модель ринкової рівноваги: суть, умова стабільності. 

Ключові слова: економіка, динамічна система, конкуренція, ціна, рівновага, попит, пропозиція, корисність.

8.1 Дискретні динамічні систем в економіці. Загальна економічна рівновага
Економічна наука має справу з кількістю та цінами товарів або факторів виробництва. Товари і фактори виробництва купуються і продаються на ринках. Розглянемо ринок одного товару і тільки одне агрегування – об’єднання покупців (споживачів) в одну групу і продавців (виробників) в іншу. 
Загальна економічна рівновага – це стан, при якому обсяг виробництва і пропорції обміну є такими, що на ринку досягнуто рівність між попитом та пропозицією, і при цьому жоден з учасників ринкових угод не зацікавлений змінювати свої обсяги покупок або продажів. 
Для розуміння специфіки поточної господарської кон’юнктури і прийняття рішень про заходи економічної політики важливо виявити, чи є економічна рівновага стійкою (стабільною) або нестійкою.
Для стабільності стану рівноваги необхідно, щоб найменше відхилення системи від цього стану викликало до дії сили, що прагнуть відновити рівновагу. Це означає, що перевищення ціною рівноважного значення обов’язково породжує дію сил, які впливають на зниження ціни. Для умов досконалої конкуренції це означає, що зростання ціни веде до розширення пропозиції в порівнянні з попитом.
Отже, умова стабільності полягає в тому, що зростання ціни приводить до більшого розширення пропозиції в порівнянні з попитом, а падіння ціни – до більшого розширення попиту в порівнянні з пропозицією.

8.2 Функції попиту та пропозиції на ринку досконалої конкуренції
Розглянемо ринок благ, та припустимо, що на ринку є один вид товару, може змінюватися тільки його ціна, а всі інші фактори, від яких залежить попит на цей товар,  ціни на інші товари, основні виробничі фонди, характер технології, що застосовується, податки і дотації, природно-кліматичні умови  залишаються незмінними. Тоді функція пропозиції є залежністю пропозиції q від ціни p:

					     (8.1)

Особливістю цієї функції пропозиції є те, що для багатьох видів товарів вона монотонно зростає (). 
Зростання пропозиції при збільшенні ціни пояснюється тим, що збільшується оптимальний обсяг випуску товару підприємством при збільшенні його ціни, і так само тим, що для виробництва високорентабельного товару в галузь включаються нові підприємства. 



При цьому на площині  крива пропозиції задається рівнянням , (MC – marginal cost) і являє собою геометричне місце точок мінімумів ліній постійного прибутку (лінія  на рис. 8.1).
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Рисунок 8.1 – Криві попиту та пропозиції,  – функція корисності, 
 – прибуток

Наступна функція, яка використовується, має вигляд:

.						(8.2)



Це функція попиту у випадку, коли споживач виявляє попит на визначений товар, враховуючи свої переваги і бюджетні обмеження. Причому змінюється тільки ціна товару, а всі інші фактори, від яких залежить попит на нього (ціни інших товарів, грошовий доход, накопичені заощадження тощо), залишаються незмінними. Характерна риса цієї функції – її монотонне спадання для багатьох видів товарів (), при цьому її графік (крива  на рис. 8.1) є геометричним місцем точок на площині , у яких ціна приймає максимально можливе значення на лініях постійної корисності. 


Функції попиту та пропозиції є основними складовими моделі ринку товарів. Перетин графіків попиту та пропозиції відбувається в точці рівноваги (точка  на рис. 8.1), а відповідна цій точці ціна  називається рівноважною. Якщо ціна на ринку вище рівноважної, то пропозиція перевищує попит, і виникає затоварення. У цій ситуації товаровиробники (продавці) багатьох видів товарів готові піти на зниження ціни з метою залучення більшого числа покупців. Отже, при значеннях ціни вище рівноважної відбувається тиск на неї убік зменшення.
Якщо ж ціна на ринку нижче рівноважної, то попит перевищує пропозицію, і товар стає дефіцитним. У цій ситуації частина покупців готова заплатити за товар більш високу ціну, але знизити ризик і з упевненістю придбати товар. Таким чином, при значеннях ціни нижче рівноважної відбувається тиск на ціну вбік збільшення. Ці дві тенденції приводять до того, що на ринках багатьох видів товарів, як правило, установлюється рівновага, при якій попит дорівнює пропозиції.



Зважаючи на властивості кривих попиту та пропозиції, рівноважний розв’язок є стійким у тому разі, коли в умовах строго фіксованої рівноважної ціни    товаровиробник, максимізуючи прибуток, постачає на ринок товар у кількості ; одночасно споживач, прагнучи максимізувати корисність, виявляє попит . 
При встановленні рівноважної ціни на ринку досконалої конкуренції обсяг товарів, який пропонується товаровиробником і надає йому максимум прибутку за цією ціною, дорівнює попиту споживача.
Відомо, що найбільший обсяг продажів досягається саме завдяки рівноважній ціні. Але як її визначити? Криву пропозиції побудувати досить легко, оскільки виробник знає можливості свого підприємства і склад витрат на виробництво, що дає змогу підрахувати, скільки одиниць товару можна виготовити і продати за певною ціною. Проте криву сукупного попиту вкрай важко побудувати, а іноді й неможливо, особливо в разі випуску нового товару. Поки товар не надійде на ринок, не можна з упевненістю сказати, якою буде величина попиту за тієї чи іншої ціни. Тому виробники при встановленні ціни спираються на власні прогнози, а потім коригують величину цін в залежності від реального попиту. Таким чином, ціна товару коливається, в результаті чого вона може наблизитися до рівноважної, найбільш вигідної продавцям і покупцям.
Динамічні нерівноважні моделі ринку використовуються для аналізу поведінки змінних (ціна, попит, пропозиція) у часі у випадку, коли ціна в початковий момент відрізняється від рівноважної. При цьому процес установлення рівноважної ціни можна представити різними моделями при використанні функцій попиту (8.2) і пропозиції (8.1).
Розрізняють два підходи  неперервний, у якому динаміка цін описується диференціальним рівнянням:

,
і дискретний, коли значення змінних на проміжку часу (t, t+1) приймаються постійними. В останньому випадку послідовним інтервалам часу (t, t+1) відповідають значення ціни pt, попиту Dt і пропозиції St. Залежно від гіпотез, які використовуються, у дискретній моделі динаміки цін відбувається або запізнювання пропозиції  у цьому випадку приходимо до процесу:

,					(8.3)
або запізнювання попиту  у цьому випадку одержуємо процес:

.					(8.4)
Дискретні моделі вигляду (8.3), (8.4) становлять інтерес тому, що вони більш послідовно, ніж неперервні моделі, відображають процедури прийняття рішень.
Проведемо аналіз можливості досягнення рівноваги між попитом та пропозицією, а також стійкості цін і обсягів товарів на ринку з досконалою конкуренцією, який описується кривими попиту та пропозиції при наявності запізнювання в часі пропозиції товару.

8.3 Павутиноподібна модель ринкової рівноваги: суть, умова стабільності 
Найпростішою ілюстрацією вищевикладеного положення служить динамічна павутиноподібна модель ринкової рівноваги, яка є однією з класичних економіко-математичних моделей.
Павутиноподібна модель – одна з динамічних моделей ціноутворення, яка описує такий процес: траєкторію коригування цін і обсягу виробництва при русі від одного стану рівноваги до іншого. Ця модель може використовуватися для опису коливань цін на ринку сільськогосподарської продукції, на біржовому та інших ринках, де пропозиція реагує на зміни цін з деяким запізненням.
Павутиноподібна модель дозволяє досліджувати стійкість цін і обсягів товарів на ринку, який описується традиційними кривими попиту та пропозиції при наявності запізнювання в часі (лага) одного з процесів.
Ця динамічна модель була отримана зі статичної моделі попиту та пропозиції. Отже, пропозиція товару S на ринку реагує на зміну ціни р з лагом запізнювання в 1 період, у той час, як попит D визначається поточною ціною, і обидві ці залежності лінійні:

	,	(8.5)
де	Dt – попит на товар в момент часу t;
	St – пропозиція товару в момент часу t;
	pt – ціна на товар в момент часу t, за якою споживач готовий купити заданий обсяг виготовленої продукції;
	pt-1 – ціна в момент часу (t-1), за якою виробник готовий реалізувати виготовлену продукцію споживачам;
а – постійна величина в лінійній залежності попиту;
а1 – постійна величина в лінійній залежності пропозиції;
b, b1 – коефіцієнти, які визначають кут нахилу ліній попиту і пропозиції (при цьому величина a від’ємна і характеризує спадну лінію попиту, а величина b звичайно позитивна і характеризує зростаючу лінію пропозиції).
Пропозиція поводиться таким чином, тому що наведена модель відноситься до продукції, яка не виробляється миттєво – потрібний визначений проміжок часу. Вирішальним фактором є те, що виробники вважають ціну, встановлену на початку періоду, не змінною протягом цього періоду і основою для вибору обсягів виробництва в майбутньому періоді.
Таким чином, у функцію пропозиції втручається часовий лаг тривалістю в одну одиницю часу. Дійсно, рішення про обсяг виробництва приймається з урахуванням поточних цін, але виробничий цикл має визначену тривалість, і відповідна цьому рішенню пропозиція з’явиться на ринку по закінченню даного циклу. 
Істотним припущенням моделі є очищення ринку. У кожному періоді ринок установлює таку ціну, при якій попит поглинає в точності весь обсяг пропозиції, тобто немає  постачальників із нерозподіленим товаром і споживачів із незадоволеним попитом. 
У кожнім періоді ринок встановлює ціну, за якої попит поглинає весь обсяг пропозиції, у такий спосіб:

		(8.6)
Підставивши рівняння (8.5) у (8.6), будемо мати:

		(8.7)
Рівняння (8.7) є лінійним різницевим неоднорідним рівнянням першого порядку з постійними коефіцієнтами. З рівняння (8.7) можна визначити ціну р у наступний момент часу на підставі її значення в попередній момент:

		(8.8)
Це ж значення ціни можна одержати, знайшовши розв’язок різницевого рівняння (8.7). Загальний розв’язок неоднорідного рівняння (8.7) приймає вигляд:

		(8.9)
де	ре – рівноважна ціна, встановлювана в системі, та яка дорівнює:

		(8.10)
Зазначимо ще раз, що частинний розв’язок (8.10) має економічну інтерпретацію статичної ціни рівноваги.
Суть павутиноподібної моделі полягає в такому: 
а) пропозиція реагує на ціни з деяким лагом (відставанням у часі), тобто поточна пропозиція St визначається ціною попереднього періоду pt-1, а поточний попит Dt визначається ціною поточного періоду pt. 
б) ціни кожного періоду pt установлюються на такому рівні, щоб зрівняти попит та пропозицію, тобто на рівні, при якому Dt = St. 
Умова стабільності моделі полягає в тому, що зростання ціни приводить до більшого розширення пропозиції в порівнянні з попитом, а падіння ціни – більшому розширенню попиту в порівнянні з пропозицією.
Звичайно графік попиту Dt має від’ємний кут нахилу (b<0), а пропозиція St – додатний (b1>0). Тоді b1/b<0, і ціна буде робити коливальні рухи навколо свого рівноважного значення ре. 




Амплітуда цих періодичних коливань може бути зростаючою, постійною або зменшуватися залежно від співвідношення  (символ  означає «менше, дорівнює, більше»), тобто залежно від того, чи більший кут нахилу кривої попиту  за кут нахилу кривої пропозиції .
Отже, умова стабільності в павутиноподібній моделі, тобто точка рівноваги є стабільною, якщо кутовий коефіцієнт нахилу кривої попиту більше, ніж кутовий коефіцієнт нахилу кривої пропозиції:


	     тобто     .	(8.11)
З економічної точки зору умова стабільності формулюється в такий спосіб: визначальним моментом для стійкості системи є менш сильна реакція, що згладжує, на зміну ціни тієї функції, що має часовий лаг (у цьому випадку  функція пропозиції). Під реакцією, що згладжує, мається на увазі еластичність функції. Якщо крива попиту має більшу еластичність, ніж крива пропозиції, то рівновага на такому ринку буде стійкою. Якщо крива попиту має меншу еластичність, ніж крива пропозиції, то рівновага на такому ринку буде нестійкою. Нарешті, при однаковій еластичності кривих попиту та пропозиції ціни на ринку будуть регулярно коливатися з постійною амплітудою (регулярні коливання). Графічно, описаний процес зображено на рис. 8.2:

	Згасаючі коливання
[image: ]
a = 600; a1 = 50; b = -6; b1 = 5
	«Вибухові» коливання
[image: ]
a = 600; a1 = 50; b = -6; b1 = 7


Рисунок 8.2 – Ринкова рівновага в павутиноподібній моделі

На рис. 8.2 відображено ситуацію стійкого (ліворуч) та нестійкого (праворуч) стану рівноваги ринкової ціни.
Слід відзначити, що павутиноподібна модель може мати три стани ринку залежно від специфічних характеристик ліній попиту і пропозиції:
– ринок знаходиться в стані стійкої рівноваги – будь-які зміни, що відбуваються на ринку, не можуть змінити її. Відповідні зміни в обсягах виробництва в кінцевому результаті зменшуються і приводять попит і пропозицію до стану ринкової стабільності;
– ринок перебуває в стані циклічних коливань – це окремий випадок павутиноподібної моделі, що зустрічається дуже рідко. Проте теоретично він можливий і полягає в тому, що обсяги виробництва і попит, що склався, перебувають у постійних коливаннях;
– ринок перебуває в нестабільному стані – будь-які намагання зміни та корегування обсягів виробництва призводять до додаткових і сильніших змін, і тому система в цілому має нестійкий, «вибуховий» характер.

Питання для самоконтролю
1. Загальна економічна рівновага.
2. У чому суть павутиноподібної моделі?
3. Дискретні динамічні систем в економіці. 
4. Проаналізуйте функції попиту та пропозиції на ринку досконалої конкуренції.
5. Назвіть умову стабільності павутиноподібної моделі ринкової рівноваги.
6. Охарактеризуйте стани ринку павутиноподібної моделі залежно від специфічних характеристик ліній попиту і пропозиції.
7. Охарактеризуйте криві попиту та пропозиції

Лабораторна робота №5
Тема: Павутиноподібна модель ринкової рівноваги
Мета роботи: дослідити динаміку цін та пропозиції та навчитися визначати рівноважну ціну.
Завдання. Для заданих параметрів функції попиту та пропозиції розрахувати:
– рівноважну ціну ре, що встановлюється в системі;
– динаміку зміни з часом ціни;
– динаміку зміни з часом попиту та пропозиції.
Динаміку зміни цін, попиту та пропозиції показати графічно. Зробити висновки з приводу стабільності системи. Визначити умову біфуркації, коли тип поведінки ціни, попиту та пропозиції змінюється зі згасаючих коливань на вибухові, або навпаки.
Вихідні дані для виконання роботи наведено в таблиці 8.1.

Таблиця 8.1 – Вихідні дані
	Показник
	Умовне позначення
	Значення

	Постійна величина в лінійній залежності попиту
	а
	= 750 + N*20

	Постійна величина в лінійній залежності пропозиції 
	a1
	80



Продовження таблиці 8.1
	Показник
	Умовне позначення
	Значення

	Кут нахилу ліній попиту
	b
	-25

	Кут нахилу ліній пропозиції
	b1
	= 10 + N

	Ціна в початковий момент часу
	P0
	= 100 – N*3


де N – номер студента за журналом

Приклад виконання.

Визначимо рівноважну ціну, що встановлюється в системі з часом. Для цього скористаємося формулою (8.10): 
Приклад побудови павутино подібної моделі в середовищі Microsoft Excel наведено на рис. 8.3.

[image: ]
Рисунок 8.3 – Реалізація павутиноподібної моделі 
у середовищі Microsoft Excel

Динаміку зміни з часом ціни, попиту та пропозиції наведено на рис. 8.4.
Згідно з отриманими графіками (рис. 8.4) маємо затухаючі коливання, тобто стан рівноваги стійкий. 


Умова стабільності в павутиноподібній моделі виконується , тобто , тож точка рівноваги є стабільною.
Також, за інших рівних умов, якщо змінимо значення коефіцієнта b1, наприклад, з 23 на 27, то тип поведінки цін, попиту та пропозиції зміниться з затухаючих коливань на вибухові. Такий самий результат можна отримати і при зміні коефіцієнта b, наприклад з -25 на -20.

	
	

	



Рисунок 8.4 – Динаміка зміни ключових показників павутиноподібної моделі



Тема 9. Моделі дискретних динамічних систем в економіці. Модель зростання національного доходу, ефект мультиплікатора

План
9.1 Ефект мультиплікатора. Стійкість ринкових механізмів. 
9.2 Найпростіша динамічна модель з мультиплікатором. 
9.3 Модель зростання національного доходу: випадок автономного інвестування. 
9.4 Модель зростання національного доходу: випадок залежності інвестицій від національного доходу.

Ключові слова: мультиплікатор, акселератор, національний дохід, економіка, ринковий механізм, інвестиції.

9.1 Ефект мультиплікатора. Стійкість ринкових механізмів
Світова економічна криза 1929-1933 рр. визначила виникнення нових наукових досліджень, що не втрачають своєї актуальності й сьогодні, тому що основний їхній зміст  це значення державного регулювання економіки в ринковому господарстві. Саме тоді було започатковано два теоретичних напрямки, які націлені на вирішення цієї проблеми. Один із них спирається на теорію Дж. М. Кейнса та його послідовників і називається кейнсіанським (кейнсіанство), а інший, що обґрунтовує альтернативні кейнсіанству концептуальні рішення, називається неоліберальним (неолібералізм).
Головна ідея доктрини економічної політики Кейнса полягає в тому, що система ринкових економічних відносин не є досконалою й саморегульованою, і що максимально можливу зайнятість і економічне зростання може забезпечити тільки активне втручання держави в економіку. Новаторство економічного навчання Дж. М. Кейнса в методологічному плані проявилося, по-перше, у наданні пріоритету макроекономічного аналізу над мікроекономічним підходом, що зробило його засновником макроекономіки як самостійного розділу економічної теорії, і, по-друге, в обґрунтуванні (виходячи з так званого «психологічного закону») концепції про ефективний попит, тобто потенційно можливий попит, який стимулюється державою. Спираючись на власну, «революційну» для того часу методологію дослідження, Дж. М. Кейнс на відміну від своїх попередників і всупереч економічним поглядам, що панували, говорив про необхідність недопущення за допомогою держави зменшення заробітної плати як основної умови ліквідації безробіття, а також про те, що споживання через психологічно зумовлену схильність людини до заощадження зростає набагато повільніше доходів.
По Кейнсу, психологічна схильність людини зберігати визначену частину доходу стримує збільшення доходу через скорочення обсягу капіталовкладень, від яких залежить перманентне одержання доходу. Величина граничної схильності людини до споживання є постійною і може зумовлювати стійке співвідношення між збільшенням інвестицій і рівнем доходу.
У методології дослідження Дж. М. Кейнса враховується важливий вплив на економічне зростання з боку неекономічних факторів, таких як: держава (яка стимулює споживчий попит на засоби виробництва та нові інвестиції) і психологія людей (що визначає ступінь усвідомлених взаємин суб’єктів, що господарюють). Разом із тим кейнсіанське вчення є певною мірою продовженням основних методологічних принципів неокласичного напрямку економічної думки, оскільки і сам Дж. М. Кейнс, і його послідовники (втім, як і неоліберали), керуючись ідеєю «чистої економічної теорії», виходять із пріоритетного значення в господарській політиці суспільства насамперед економічних факторів, визначаючи їхні кількісні показники і зв’язки між ними, як правило, на базі методів математичного і функціонального аналізу, економіко-математичного моделювання.
У революційній «Загальній теорії» Дж. М. Кейнса чітко простежується думка про недоцільність надмірної заощадливості та накопичення і, навпаки, можливій користі усілякої витрати грошей, оскільки, як вважав учений, у першому випадку гроші придбають неефективну ліквідну (грошову) форму, а в другому – можуть бути спрямовані на збільшення попиту і зайнятості. Він також різко й аргументовано критикував економістів, прихильних до догматичних постулатів «закону ринків» Ж.-Б. Сея й інших суто «економічних» законів, називаючи їх представниками «класичної школи».
Дж. М. Кейнс одержав такий висновок: «Психологія суспільства така, що з ростом сукупного реального доходу збільшується і сукупне споживання, однак не такою мірою як зростає дохід». І в цьому його недвозначна теоретико-методологічна позиція, відповідно якій для виявлення причин неповної зайнятості і неповної реалізації, нерівноважності економіки, а також для обґрунтування методів її зовнішнього (державного) регулювання «психологія суспільства» має не менше значення, ніж «закони економіки».
Тим часом нарощування інвестицій і зумовлене цим зростання національного доходу і зайнятості населення може розглядатися як доцільний економічний ефект. Останній, що одержав в економічній літературі назву ефекту мультиплікатора, означає, що «збільшення інвестицій приводить до збільшення національного доходу суспільства, причому на величину більшу, ніж первісний приріст інвестицій». Отриманий коефіцієнт Дж. М. Кейнс назвав «мультиплікатором інвестицій», який характеризує таке: «коли відбувається приріст загальної суми інвестицій, то дохід збільшується на суму, яка в К разів перевершує приріст інвестицій». Причина такого положення, полягає в уже згадуваному «психологічному законі», за яким: у міру того, як реальний дохід зростає, суспільство прагне споживати його частину, яка постійно зменшується.
Дж. М. Кейнс дійшов висновку про те, що «принцип мультиплікатора дозволяє дати загальну відповідь на питання про те, яким чином коливання інвестицій, що складають відносно невелику частку національного доходу, здатні викликати такі коливання сукупної зайнятості і доходу, що характеризуються набагато більшою амплітудою». Але, за його переконанням, «хоча в бідному суспільстві розміри мультиплікатора порівняно великі, вплив коливань у розмірах інвестицій на зайнятості виявиться багато сильнішим у багатому суспільстві, тому що можна припустити, що саме в останньому поточні інвестиції складають набагато більшу частку поточної продукції. 
Частиною сукупного попиту на блага є попит на інвестиції. Останні поділяються на індуковані й автономні. Інвестиції називаються індукованими, якщо причиною їхнього здійснення є стійке збільшення попиту на блага. Якщо при повному завантаженні виробничих потужностей, що використовуються з оптимальною інтенсивністю, зростає попит на блага, то в інтересах підприємців збільшити виробничі потужності. 
Автономні інвестиції впроваджуються при фіксованому національному доході, тобто при заданому сукупному попиті на блага, і їхнє збільшення не є наслідком зростання національного доходу. Це, насамперед, інвестиції в нову техніку і підвищення якості продукції.
Щоб визначити обсяг інвестицій, що забезпечує необхідне для задоволення попиту розширення виробничої бази, необхідно знати значення акселератора.
Акселератор – коефіцієнт приросту капіталоємності національного доходу. Акселератор показує, скільки одиниць додаткового капіталу потрібно для виробництва додаткової одиниці продукції:

,					        (9.1)

де K – реальний обсяг капіталу,  – реальна величина національного доходу.
Так, при заданому акселераторі для збільшення виробництва з у0 до у1 необхідні індуковані інвестиції в розмірі: 

.					 (9.2)
Мультиплікатор – коефіцієнт, що характеризує величину збільшення рівноважного національного доходу при збільшенні автономних (незалежних від величини національного доходу) витрат макроекономічних суб’єктів. 
[bookmark: _GoBack]Нехай на ринку немає держави і закордону. Тоді рівновага на ринку благ має вигляд:

					(9.3)

де  – гранична (маргинальна) схильність до споживання.
Нехай також при існуючій ставці відсотка підприємці під впливом технічного прогресу вирішили збільшити обсяг інвестицій на I. Щоб при збільшеному попиті на інвестиції на ринку благ збереглася рівновага, пропозиція також повинна збільшитися на деяку величину y, зумовлену рівнянням:

.				(9.4)
Віднімаючи з (9.4) (9.3), одержимо

.					 (9.5)


Співмножник  називається мультиплікатором автономних витрат. Оскільки , то мультиплікатор більше одиниці. Отже, зростання автономних витрат збільшує національний дохід більше, ніж на одиницю.

9.2 Найпростіша динамічна модель з мультиплікатором
Нехай, національний дохід Y в момент часу t розподіляється на споживання С та на інвестиції I:

		(9.6)
Статистичні дослідження вказують, що обсяг споживання прямо пропорційний обсягу національного доходу, з лагом запізнювання в 1 період:

	,	(9.7)
де	b – гранична схильність населення до споживання.

9.3 Модель зростання національного доходу: випадок автономного інвестування
Припустимо, що обсяг інвестицій в економіку не залежить від національного доходу і змінюється з I0 у початковий момент часу до I0+∆I для всіх наступних періодів:

		(9.8)
Підставляючи рівняння (9.7) і (9.8) у (9.6), одержуємо рівняння:

		(9.9)
Розв’язком різницевого рівняння (9.9) є:

		(9.10)




Оскільки , то , отже, рівноважний національний дохід дорівнює . У даному випадку  – це умова стабільності функціонування системи.
Як відомо з Кейнсіанської макроекономіки, у замкнутій системі збільшення інвестицій на величину ∆I приводить, відповідно до ефекту мультиплікатора, до збільшення національного доходу на величину:

		(9.11)
У цьому випадку, якщо первісне значення величини рівноважного національного доходу було Y0, то нове значення точки рівноваги складе: 

		(9.12)



Ця концепція відповідає отриманому рішенню (9.10). Нове рівноважне значення національного доходу  та початкове  розрізняються на величину .
Розглянутий випадок припускає, що інвестиції цілком автономні (не залежать від обсягу національного доходу), рівняння (9.8). 

9.4 Модель зростання національного доходу: випадок залежності інвестицій від національного доходу
Нехай, обсяг інвестицій частково залежить від національного доходу (з лагом запізнювання в 1 період), відповідно до граничної схильності до інвестування h:

		(9.13)
Тоді рівняння (9.11) буде мати вигляд:

		(9.14)
Розв’язком різницевого рівняння (9.9) є:

		(9.15)



Система буде прагнути до стану рівноваги , якщо виконується умова: . Ця умова стабільності говорить про те, що гранична схильність до інвестування повинна бути меншою за граничну схильність до нагромадження (1-b), тобто: .

Питання для самоконтролю
1. Яка суть ефекту мультиплікатора. 
2. Що таке акселератор?
3. У чому сутність індукованих інвестицій?
4. У чому сутність автономних інвестицій?
5. Охарактеризуйте найпростішу динамічну модель з мультиплікатором. 
6. Назвіть особливості моделі зростання національного доходу (випадок автономного інвестування). 
7. Охарактеризуйте систему у випадку залежності інвестицій від національного доходу.
8. Назвіть умову стабільності функціонування системи.

Лабораторна робота №6
Тема: Модель зростання національного доходу, ефект мультиплікатора
Мета роботи: ознайомитися з моделлю зростання національного доходу та навчитися визначати рівноважне значення національного доходу.
Завдання. Для моделі зростання національного доходу (випадок залежності інвестицій від обсягу національного доходу, рівняння (9.13-9.15) у середовищі Microsoft Excel розрахувати:
– рівноважне значення національного доходу, що встановлюється в системі для всіх ∆I;
– визначити величину мультиплікатора системи;
– показати, яким чином величина мультиплікатора впливає на приріст національного доходу зі зростанням інвестицій;
– показати процес ітераційного наближення розрахункового значення національного доходу від Y0 до Y рівноважного, для всіх ∆I; зазначений процес показати графічно. Вихідні дані наведено в таблиці 9.1.

Таблиця 9.1 – Вихідні дані
	Показник
	Умовне позначення
	Значення

	Коефіцієнт моделі
	a
	120

	Гранична схильність населення до споживання
	b
	0,9

	Обсяг інвестицій у початковий момент часу
	I0
	= 220 + 10N

	Національний дохід у початковий момент часу
	Y0
	= 5000 – 20N

	Гранична схильність населення до інвестування
	h
	0,05

	Приріст обсягу інвестицій 
	∆I1
	0

	Приріст обсягу інвестицій
	∆I2
	50

	Приріст обсягу інвестицій
	∆I3
	100


де N – номер студента по журналу

Приклад виконання.
За вхідні дані візьмемо такі значення: а = 120, b = 0,9, I0 = 410, Y0 = 4620, 
h = 0,05, ∆I1 = 0, ∆I2 = 50, ∆I3= 100.
Розрахуємо рівноважне значення національного доходу, що встановлюється в системі для всіх ∆I:

– для випадку ∆I1 = 0: 

– для випадку ∆I2 = 50: 

– для випадку ∆I3= 100: 

Розрахуємо величину мультиплікатора системи: 
Вплив мультиплікатора на приріст національного доходу зі зростанням інвестицій та процес ітераційного наближення розрахункового значення національного доходу від Y0 до Y рівноважного, для всіх ∆I визначено в системі Microsoft Excel, результати розрахунку наведено на рис. 9.1.



Для визначення значення обсягів споживання в наступний період часу використовується формула: , зміну обсягу інвестицій в економіку визначаємо за допомогою формули: . Рівень національного доходу Y в момент часу t визначається як сума споживання та інвестування: 

[image: ]
Рисунок 9.1 – Реалізація моделі національного доходу 
в середовищі Microsoft Excel


Умова  виконується, отже система буде прагнути до стану рівноваги. Наближення системи до стану рівноваги при різних значеннях ∆I показано на графіку, що побудовано в середовищі Microsoft Excel.
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