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Курс «Методи зображень» є важливою частиною професійної підготовки за спеціальністю «Середня освіта» освітньо-професійної програми «Середня освіта (Математика)». Курс базується на знаннях та навичках, отриманих у середній школі, а також базових поняттях і конструкціях аналітичної геометрії, деякі з яких висвітлюються у додатках. Набуті при вивченні курсу знання є необхідними для подальшого вивчення обов’язкових та вибіркових дисциплін за вказаною спеціальністю, стануть базою для кваліфікованого викладання геометрії на уроках та факультативних заняттях з математики.
Метою вивчення навчальної дисципліни «Методи зображень» є ознайомлення з основними методами зображень геометричних фігур на площині та їх математичним підґрунтям.
Основними завданнями вивчення дисципліни «Методи зображень» є:
· вивчення понять та теорем, на яких ґрунтуються основні методи зображень;
· ознайомлення з методами формування просторових уявлень при викладанні математики в середній школі;
· ознайомлення з прийомами подолання труднощів, пов’язаних зі слабкими просторовими уявленнями;
· оволодіння вмінням визначати тип задачі на побудову – позиційна чи метрична – й застосовувати відповідний метод розв’язання; 
· опанування навичками виконання побудов зображень многокутників, многогранників та їх комбінацій, вписаних та описаних многокутників та многогранників;
· оволодіння різними методами побудови зображень перерізів многогранників площиною;
· опанування навичками використання динамічних середовищ GeoGebra, CleverMaths та ін. для побудови зображень геометричних фігур.
Згідно з вимогами освітньої-професійної програми здобувачі освіти мають досягти таких компетентностей та програмних результатів навчання.
Компетентності:
· Здатність  до  абстрактного  мислення, аналізу та синтезу;
· Здатність застосовувати інформаційні та комунікаційні технології в освітній діяльності, в практичних ситуаціях;
· Здатність  вчитися  і  оволодівати  сучасними знаннями;
· Здатність працювати в команді;
· Здатність  до  критичного  аналізу,  діагностики  й корекції  власної  педагогічної  діяльності,  оцінки педагогічного досвіду в галузі викладання математики з метою  професійної  саморегуляції  й  свідомого  вибору шляхів вирішення проблем в освітньому процесі;
· Здатність  добирати  та  використовувати  сучасні програмні  засоби,  сучасні  інформаційно-комунікаційні технології в освітньому процесі та в позакласній роботі, аналізувати  й  оцінювати  доцільність  й  ефективність  їх застосування;
· Здатність забезпечувати  розвиток  прийомів розумової  діяльності  та  просторової  уяви  учнів, усвідомлюючи  й  реалізуючи  специфічні  можливості процесу навчання математики для розвитку логічного та алгоритмічного мислення.
Результати навчання:
· Здатний аналізувати, досліджувати та  презентувати  педагогічний досвід, зокрема  й  власний,  навчання учнів  математики  в  середній школі;
· Здатний  добирати  та  використовувати  сучасні  програмні  засоби, сучасні  інформаційно-комунікаційні  технології  в освітньому процесі  та  в позакласній  роботі, аналізувати  й  оцінювати доцільність й ефективність їх застосування;
· Здатний  формувати  в  учнів  критичне  мислення,  переконання  в необхідності  обґрунтування  гіпотез,  розуміння  математичного доведення та математичного моделювання;
· Здатний до формування в учнів мотивації до вивчення математики та організації їх пізнавальної діяльності.

Особливістю цього навчального посібника є те, що викладення матеріалу курсу «Методи зображень» відбувається у тісному зв’язку з матеріалом шкільного курсу геометрії. Матеріал структурований та ілюструється рисунками, виконаними за допомогою різних сервісів. Частину рисунків виконали студенти (Антоненко С., Горщарук О., Дугієнко О.) під час вивчення курсу «Методи зображень». 
Посібник містить достатню кількість задач, розв’язаних запропонованими методами зображень, списки задач для самостійного розв’язання, зразки двох індивідуальних завдань, а також розділ «Різні задачі», який викладачі можуть використовувати для підготовки до практичних занять, для формування індивідуальних завдань тощо.
Основний зміст посібника можна розбити на дві частини: зображення плоских фігур; зображення просторових фігур на площині. В кожній з цих частин розглядаються кілька методів зображень (паралельне та центральне проєктування, метод основної площини), властивості вказаних проєктувань, описання та застосування алгоритмів побудови зображень. Текст посібника містить питання для самоконтролю та завдання для підтримки постійної уваги читача в активному стані, для зосередження на деталях та систематизації опрацьованого матеріалу. Посібник знайомить з класифікаціями задач на побудову зображень, які пов’язані з поняттями метризації та повноти зображень. Розглядаються властивості зображень, які дозволяють по зображенню відтворити оригінал із заданою точністю (з точністю до подібності, з точністю до афінної визначеності).
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Знання теоретичних основ геометричних побудов, вміння застосовувати основні методи виконання цих побудов є необхідними для майбутнього педагога. Ці навички збагачують геометричну культуру, забезпечують широкий погляд на геометрію, глибоке розуміння природи властивостей геометричних фігур.
Розв’язування геометричних задач, як планіметричних так й стереометричних, починається з ретельного аналізу умови задачі та побудови рисунку із зображенням заданої фігури й додаткових об’єктів у відповідності до умови задачі, тому важливо їх швидко й правильно виконувати. Ці зображення не тільки полегшують розуміння умови задачі, але й викликають певні розумові дії для створення та реалізації плану розв’язання задачі. Не менш важливо вміти за заданим зображенням визначити форму зображених на ньому об’єктів, їх взаємне розташування, деякі метричні співвідношення, тобто розв’язувати обернену задачу. Звісно це може відбутись лише за умови, що зображення виконане правильно, задовольняє певні вимоги. 

Так що ж таке правильне зображення фігури та за якими правилами його можна побудувати? Яким вимогам воно повинно відповідати? 

Означення. Будемо називати оригіналом фігуру, яку слід зобразити. Сукупність правил, які дозволяють по оригіналу отримати його зображення, складають методи зображень. 
Означення. Методи зображень називаються проєкційними, якщо точка зображення є безпосередньою проєкцією точки оригіналу (при цьому після проєктування може бути виконане перетворення подібності, тобто зменшення або збільшення розмірів проєкції).
Проєкційні методи використовуються частіше за інші методи. Ми розглянемо два проєкційні методи зображень:
· Метод паралельного проєктування (простору на площину),
· Метод центрального проєктування (простору на площину).
Зауваження. Домовимось для оригіналів використовувати позначення зі «штрихами», а для зображень – без.
При паралельному проєктуванні прямі АА’, ВВ’,… паралельні між собою, їх називають проєктуючими прямими (рис. 1.1), при центральному проєктуванні всі проєктуючі прямі проходять через одну точку S, яка називається центром проєктування (рис. 1.2).
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Рисунок 1.1 – Паралельне проєктування
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Рисунок 1.2 – Центральне проєктування

До зображень висуваються такі вимоги: 

· Вимога наочності, тобто властивість зображення викликати уявлення, схоже до уявлення, яке викликає сам оригінал,
· Вимога оборотності, тобто властивість зображення, яка дозволяє відтворити оригінал повністю або із заданим степенем точності, наприклад з точністю до подібності.
 Увага! Вказані вимоги знаходяться у протиріччі одна з одною, тобто забезпечення наочності знижує оборотність, й навпаки. Оборотність зображення є важливою в інженерній практиці. В практиці вчителя важливішою є наочність!











Означення. Нехай задано площину  (площину зображень), ненульовий вектор , не паралельний цій площині (напрямок проєктування), довільну точку  (оригінал). Точка , де , називається паралельною проєкцією точки  на площину  у напрямку , або зображенням точки  в паралельній проєкції. Будь-яка пряма, паралельна , називається проєктуючою прямою.







Означення. Паралельною проєкцією довільної фігури  на площину називається множина  точок, які є паралельними проєкціями в заданому напрямку всіх точок фігури . Будь-яка фігура , яка є подібною до , називається зображенням фігури  (рисунок 1.3).
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Рисунок 1.3 – Паралельна проєкція фігури

Паралельне проєктування має такі властивості:

1) Кожній точці простору однозначно відповідає точка на площині зображень.
2) Паралельною проєкцією непроєктуючої прямої є пряма. 
3) Проєкції двох паралельних непроєктуючих прямих є паралельними прямими.
4) Відношення двох відрізків на паралельних прямих дорівнює відношенню проєкцій цих відрізків. 





Означення. Говорять, що точка М прямої АВ ділить відрізок АВ у відношенні , якщо . Число  називається простим відношенням трьох точок А,В,М й позначається . 
З властивості 4) випливає наступна властивість:
4’) Паралельне проєктування зберігає просте відношення трьох точок прямої.

 Завдання. На рисунку 1.4 проілюстровано вказані властивості. Спробуйте самостійно встановити відповідність властивості та рисунку й надати стислі коментарі.
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Рисунок 1.4 – Властивості паралельного проєктування

Зауважимо, що паралельне проєктування є частинним випадком більш загальних перетворень, які називаються афінними (Додаток А). Тому перераховані властивості також називаються афінними. Тобто, афінними є властивості:
· Колінеарність точок;
· Інцидентність точки та прямої;
· Паралельність прямих;
· Відношення колінеарних відрізків;
· Просте відношення трьох точок прямої.


 Питання для самоконтролю:

1) Яка фігура в паралельному проєктуванні буде прообразом точки, що належить площині зображень?
2) Яка фігура у паралельному проєктуванні буде прообразом прямої, що належить площині зображень?
3) Що можна сказати про прообраз пари паралельних прямих, які належать площині зображень?
4) Що буде паралельною проєкцією середини відрізка? 
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Побудова зображень плоских фігур базується на наступних двох теоремах. 

Теорема 1. Паралельна проєкція заданого трикутника може бути трикутником будь-якої форми.

Пояснення до формулювання теореми 1. 




Теорема стверджує наступне. Якщо на площині зображення задано довільний трикутник , а також довільний трикутник задано в просторі, то існує таке положення в просторі трикутника , що після його паралельного проєктування на площину зображення отримаємо трикутник, подібний до заданого трикутника  (рис.1.5).
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Рисунок 1.5 – До доведення теореми 1

Наслідок. При паралельному проєктуванні довжина відрізка та величина кута не зберігаються.
Теорема 2. Якщо дано зображення трикутника, то тим самим однозначно визначено зображення кожної точки, яка належить площині цього трикутника.
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Рисунок 1.6 – До доведення теореми 2

 Самостійно. Знайти та опрацювати доведення теорем 1, 2.

 Увага! З теореми 2 випливає важливий

Практичний висновок. При зображенні плоскої фігури в паралельній проєкції можна довільно вибрати зображення трьох неколінеарних точок так, щоб зображення цих точок також були неколінеарними. Зображення решти точок фігури не можуть бути довільними.

Наголосимо, що цей висновок стосується зображень, виконаних методом паралельного проєктування. При застосуванні методу центрального проєктування є суттєві відмінності. 

При зображенні плоскої фігури методом центрального проєктування довільно можна вибрати чотири точки загального положення (жодні три з цих чотирьох точок не колінеарні). Зауважимо, що такі точки називають чотиривершинником. Якщо до складу плоскої фігури входить деякий чотивершинник, його можна зобразити довільним чотиривершинником. Після цього зображення всіх інших точок цієї плоскої фігури визначаються однозначно. Теоретичне обґрунтування послідовності побудов пов’язане з проєктивними властивостями фігур, зокрема, з тим фактом, що при центральному проєктуванні зберігається подвійне відношення чотирьох точок прямої (Додаток Б).
Під час розв’язання задач суттєву роль буде відігравати важливий наслідок з теореми 2:

Наслідок. Якщо в паралельній проєкції дано зображення трикутника, форма оригіналу якого відома, то за зображенням будь-якої плоскої фігури в площині зображень можна відновити оригінал з точністю до подібності.
 Увага! Умови, які зазначені в цьому наслідку, забезпечують вимогу оборотності зображення, тобто можливість відновлення фігури з точністю до перетворення подібності. 

Означення. Зображення називається метрично визначеним (або метризованим, або оборотним), якщо будь-яку зображену на ньому фігуру можна відновити з точністю до перетворення подібності (іншими словами, відновити форму оригіналу). Задачі на метрично визначеному зображенні називаються метричними задачами.

Останній наслідок дає одну з достатніх умов метричної визначеності зображення:
Якщо дано зображення трикутника, форма оригіналу якого відома, то зображення є метрично визначеним.

Таким чином, довільні побудови можливі до тих пір, поки зображення не метризоване. На метризованому ж зображенні неможливо жодну довільно вибрану точку вважати зображенням деякої точки оригіналу. Іншими словами, після метризації зображення жодну іншу точку на ньому неможливо вибрати довільним чином, не враховуючи властивості, які зберігаються при тому чи іншому методі зображень. 
Зауваження. Для з’ясування метричної визначеності зображення користуються «методом підрахунку параметрів». Параметрами називаються метричні величини, які визначають оригінал із необхідним степенем точності. Систему параметрів називають незалежною, якщо жоден з цих параметрів не є функцією інших. Наприклад, трикутник визначається однією з трьох систем незалежних параметрів: трьома сторонами; двома кутами й стороною; двома сторонами й кутом. Тетраедр визначається шістьма параметрами: шістьма ребрами; трьома ребрами зі спільною вершиною й трьома плоскими кутами з тією ж вершиною. 
В теорії зображень нас не цікавить «величина» оригіналу, цікавить лише його форма! Форма трикутника визначається двома параметрами (двома кутами, двома відношеннями двох сторін до третьої). Форма тетраедра визначається п’ятьма параметрами, наприклад, трьома плоскими кутами та двома відношеннями ребер-сторін цих кутів.
Отже, якщо при зображенні плоскої фігури використано два параметри, то зображення метризоване. Наприклад, якщо відомо, що паралелограм є зображенням квадрата, то використано два параметри (які?), що свідчить про метризацію зображення. Якщо ж відомо, що паралелограм є зображенням ромба, то використано лише один параметр (який?), зображення не метризоване.
Наведемо ще кілька достатніх умов метризації зображення:

1) Якщо дано зображення трикутника, форма оригіналу якого відома, то зображення метризоване.
2) Якщо задано зображення кола у вигляді еліпса, то воно метризоване.
3) Якщо задано зображення двох кутів відомої величини в одній площині, причому принаймні дві сторони не паралельні, то зображення метризоване.
4) Якщо задано зображення двох кутів в одній площині разом із зображенням їх бісектрис, то зображення метризоване.
5) Якщо задано зображення трикутника разом із зображенням центру вписаного кола (або разом із зображенням ортоцентру, або разом із зображенням центру описаного кола), то зображення метризоване.

 Питання для самоконтролю: 

1) Чи є метрично визначеним зображення рівнобедреного трикутника?
2) Чи є метрично визначеним зображення прямокутного трикутника?
3) Чи є метрично визначеним зображення рівносторонього трикутника?
4) Чи є зображення кола метрично визначеним?
5) 

Дано зображення трикутника , у якого . Чи є це зображення метрично визначеним?

Застосуємо розглянуті теореми для побудови зображень деяких многокутників. Наголосимо на тому, що зображенням будь-якого п-кутника є знову п-кутник, але при п>3 він не може бути довільним.  

Твердження 1. Зображенням паралелограма, ромба, прямокутника, квадрата є довільний паралелограм.
Дійсно, проведемо діагональ вказаних чотирикутників й розглянемо один з утворених трикутників. З теореми 1 випливає, що його зображенням є довільний трикутник. Зображення четвертої вершини можна виконати з урахуванням властивостей паралельного проєктування. Отже, зображенням кожного з вказаних чотирикутників є паралелограм.

Твердження 2. Зображенням трапеції є будь-яка трапеція, відношення основ якої дорівнює відношенню основ трапеції-оригінала.

Твердження 3. Зображенням правильного шестикутника є довільний шестикутник з попарно паралельними протилежними сторонами (рис.1.7).
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Рисунок 1.7 – а) правильний шестикутник-оригінал, б) його зображення

Самостійно. Ознайомитись з обґрунтуванням алгоритму побудови зображення правильного п’ятикутника.

 Завдання. Застосуйте теореми 1,2 та властивості паралельного проєктування для побудови зображення довільного п’ятикутника. Для коментарів скористайтесь позначеннями на рис.1.8.
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Рисунок 1.8 – Побудова зображення п’ятикутника

 Питання для самоконтролю:

1) На площині зображень дано фігуру, яка є паралелограмом. Що можна сказати про оригінал?
2) Чи може відрізок бути зображенням многокутника? Відповідь обґрунтуйте.
3) Яка властивість паралельного проєктування застосовується при доведенні твердження 2?
4) Чи є зображення правильного шестикутника метрично визначеним?
5) Які властивості паралельного проєктування треба використати при розв’язанні завдання?
6) Чи можна за зображенням п’ятикутника в завданні відновити оригінал з точністю до подібності?
7) Як можна зображати площину? Які з цих зображень є більш зручними з точки зору метризації зображень?
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Задача 1.1. Побудувати зображення трапеції, у якої верхня основа втричі менша за нижню.

Розв’язання. У відповідності до твердження 2 зображенням буде довільна трапеція, відношення основ якої дорівнює 3. На рисунку 1.9 побудова зображення виконана в динамічному середовищі GeoGebra.
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Рисунок 1.9 – Побудова зображення в динамічному середовищі GeoGebra

Задача 1.2. Дано зображення сторони паралелограма та точки перетину його діагоналей. Побудувати зображення паралелограма.


Розв’язання. За властивостями паралельного проєктування маємо . На рис. 1.10 побудови виконано в динамічному середовищі Geogebra.
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Рисунок 1.10 – Побудова зображення паралелограма

Самостійно. Користуючись позначеннями на рисунку 1.10, опишіть порядок виконання побудов.



Задача 1.3. Дано опуклий шестикутник . Побудувати його зображення .

Розв’язання. 





Проведемо в заданому шестикутнику-оригіналі діагоналі  та . Відношення відрізків, на які точки  перетину діагоналей ділять діагональ  зберігається при паралельному проєктуванні. Побудова їх зображень відбувається за таким планом:
1) 

Будь-який трикутник  є зображенням трикутника  (рис. 1.11);
2) 




Побудова точок  на відрізку  визначається пропорціями , ,  відповідно; 
3) 




Для побудови зображень  вершин  скористаємось тією ж властивістю паралельного проєктування: , , . Залишилось з’єднати отримані вершини.
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              Оригінал                                                            Зображення 

Рисунок 1.11 – До задачі 1.3
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Нехай f – перетворення площини, тобто відображення площини на себе, при якому кожна точка М площини відображається на деяку точку М’. Точка М’ називається образом точки М, а саму точку М називають прообразом точки .



Означення. Перетворення площини називається афінним, якщо воно будь-які три колінеарні точки  переводить в три колінеарні точки  так, що зберігається їх просте відношення, тобто  (Додаток А).
Якщо f(M)=M, то M називають нерухомою точкою перетворення f.
Означення. Спорідненням називається афінне перетворення, яке має пряму нерухомих точок. Ця пряма називається віссю споріднення. 

Властивості споріднення (Додаток А).:

· Будь-які дві прямі, що сполучають точку та її образ, паралельні між собою.
· Кожна пряма та її образ перетинаються на осі споріднення.
· Споріднення є інволютивним перетворенням, тобто збігається з оберненим до нього перетворенням.

 Завдання. Порівняйте властивості споріднення з властивостями відомих вам із школи перетворень площини. Який зв’язок між спорідненням та осьовою симетрією? 

Споріднення задається віссю та парою відповідних точок (точкою М та її образом М’). 
Образ будь-якої іншої точки N можна однозначно побудувати, використовуючи властивості споріднення. Як це зробити, показано на рисунку 2.1.
Вісь споріднення
N’
N
M’
M
K=K’

Рисунок 2.1 – Побудова образів точок при спорідненні

Застосування споріднення дозволяє виконувати побудови на зображенні та на оригіналі одночасно (і зображення, і оригінал будуть на одному малюнку). 

Задача 2.1. Дано зображення АВС трикутника А’B’C’, де кути А’=α та С’=β. Побудувати зображення АD бісектриси А’D’. 

Розв’язання. Зображення є метризованим, бо ми знаємо величини кутів трикутника-оригіналу. Трикутник ABC зображуємо довільно, бо як ми знаємо зображенням трикутника є будь-який трикутник. Будуємо трикутник, подібний оригіналу так, щоб A=A’, C=C’. Пряма AC буде віссю споріднення, яке задане парою точок В та В’. В оригіналі будуємо циркулем та лінійкою бісектрису А’D’. Для цього робимо дугу з центром А’, потім з точок перетину цієї дуги з А’С’ та А’В’ робимо ще допоміжні засічки, та отримуємо точку, яка належить бісектрисі А’D’. Далі паралельно прямій BB’ проводимо пряму через D’ та отримуємо точку D на стороні ВС зображення. З’єднуємо точки A та D.

D
D’
B’
C=C’
B
A=A’


Рисунок 2.2 – До задачі 2.1

Задача 2.2. Дано зображення ABC прямокутного трикутника А’В’С’, де <A’=60º. Побудувати зображення прямої P’Q’, де Q’ - центроїд трикутника A’B’C’; P’ – точка перетину бісектриси кута A’ з висотою, проведеною з вершини C’ прямого кута.

Розв’язання. Зображення метризоване, бо відома форма трикутника-оригіналу. У спорідненні з віссю АВ зображуємо довільний трикутник АВС й трикутник, подібний до оригіналу так, що A=A’, B=B’. Напрямок проєктування визначає пряма СС’.
Далі будуємо циркулем та лінійкою висоту C’K’ (опускаємо перпендикуляр із точки C’), бісектрису A’D’. Отримуємо точку P’. Далі будуємо центроїд Q’ – точку перетину медіан. Зображення всіх необхідних точок отримаємо за допомогою споріднення.

Самостійно зробити рисунок до задачі 2.2.

Задача 2.3. В площині зображення ABC трикутника A’B’С’ (кут A’=α, кут B’=β) дано точку D. Треба відновити форму трикутника A’B’D’. 

Розв’язання. Зображення метризоване, бо ми знаємо форму оригіналу. Тут A’В’ – вісь споріднення, CC’ – напрямок проєктування. Через точки C та D проводимо пряму до перетину з віссю споріднення, позначимо P. Паралельно CC’ проводимо пряму через точку D та сполучаємо точки C’ та P. Отримуємо перетин двох прямих – це і є точка D’. З’єднуємо попарно A’, В’ та D’ (Рис.2.3).
D’
P=P’
D
β
α
B=B’
A=A’
C’
C


Рисунок 2.3 – До задачі 2.3





Задача 2.4. Дано зображення АВС рівностороннього трикутника  та прямої, що перетинає сторони  та . Побудувати зображення прямої, що проходить через точку  й перпендикулярна заданій прямій.

Самостійно за готовим рисунком 2.4 описати послідовність побудов методом споріднення.
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Рис.2.4 – До задачі 2.4


[bookmark: _Toc182940712][bookmark: _Toc181954298][bookmark: _Toc181954978]2.2. Зображення кола в паралельній проєкції. Зображення правильних вписаних та описаних многокутників


Знайдемо відповіді на такі запитання:
· Яка фігура є зображенням кола?
· Як побудувати зображення кола?
Відповідь на перше запитання дає наступна теорема з аналітичної геометрії.

Теорема. Паралельною проєкцією кола, яке не належить проєктуючій площині, є еліпс (рис.2.5).
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Рисунок 2.5 – Паралельне проєктування кола

Отже, зображенням кола в паралельній проєкції також є еліпс.

Нагадаємо ще кілька відомостей з аналітичної геометрії, які стануть у нагоді при зображенні не тільки кола, а також його елементів – діаметрів, центру, дотичних до кола.

1) Два діаметра еліпса називаються спряженими, якщо кожен з них ділить навпіл хорди, які паралельні іншому діаметру. Іншими словами, будь-який діаметр еліпса є геометричним місцем середин паралельних між собою хорд. Для кола спряженими діаметрами будуть перпендикулярні діаметри.
2) Всі діаметри еліпса проходять через одну точку, яка називається центром еліпса.
3) Дотичні до еліпса в кінцях одного діаметра паралельні спряженому діаметру.
4) Еліпс, відмінний від кола, має єдину пару взаємно перпендикулярних спряжених діаметрів.
5) За заданою парою спряжених діаметрів можна побудувати єдиний еліпс.

Отже, якщо еліпс зображено, то можна побудувати будь-яку пару його спряжених діаметрів. Остання з наведених властивостей дозволяє поставити й обернену задачу – про побудову еліпса за заданою парою його спряжених діаметрів, а також відповідає на друге з поставлених на початку цього розділу питань – як побудувати зображення кола.

Побудова еліпса за парою його спряжених діаметрів. 

Коментарі до побудови. Побудова відбувається «поточково». 









Нехай  – точка на колі-оригіналі (рис. 2.6 а). Проведемо через неї січну  до перетину зі стороною описаного квадрата, а також сполучимо точки  та . Нехай  – точка перетину  з діаметром . Побудуємо зображення Х точки . Зображенням описаного квадрата є паралелограм. Починаємо із зображення спряжених діаметрів еліпса, вони є відрізками, що сполучають середини протилежних сторін паралелограма.
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Рисунок 2.6 – Побудова точок еліпса – зображення кола






З подібності прямокутних трикутників  та  випливає пропорція . За властивостями паралельного проєктування отримаємо , . Це дає можливість побудувати точку Х. 
На рисунку 2.6 б) за допомогою цього алгоритму побудовано шість точок еліпса, які потім з’єднано кривою лінією.

Зауваження. При розв’язанні задач ми, як правило, не будемо використовувати розглянутий спосіб побудови еліпса, а будемо його просто зображати, вважаючи, що вказаний спосіб був застосований.

 Питання для самоконтролю:

1) Якщо зображено еліпс, то чи можна стверджувати, що він є зображенням деякого кола?
2) Якщо відомо, що заданий еліпс є зображенням кола, то чи буде це зображення метризованим?

Задача 2.5. Задано паралельну проєкцію кола та його діаметра. Побудувати паралельну проєкцію спряженого діаметра.

Розв’язання. 

На оригіналі: центром кола є точка О’ – середина заданого діаметра А’В’. Будуємо будь-яку хорду E’F’, паралельну А’В’, й знаходимо її середину G’. Діаметри C’D’ та А’В’ перпендикулярні.
На зображенні: ті ж самі побудови дають нам зображення діаметра CD, спряженого до діаметра АВ (Рис.2.7).

[image: C:\Users\user\Downloads\20241109074910-removebg-preview.png]   [image: C:\Users\user\Downloads\20241109075749-removebg-preview.png]

Рисунок 2.7 – Побудова паралельної проєкції спряженого діаметра

Задача 2.6. На заданому зображенні кола побудувати зображення його центра.

Розв’язання. 

Зображенням кола є еліпс. Для побудови спряжених діаметрів побудуємо будь-які дві паралельні хорди, знайдемо їх середини, проведемо через середини хорду, яка й буде діаметром, спряженим до цих хорд. Далі знаходимо середину цього діаметра – точку О – центр кола. 

Задача 2.7. Задано зображення кола та деякого відрізка КР в його площині, який є зображенням сторони квадрата. Побудувати зображення квадрата.
Розв’язання. 



На рисунку – оригіналі розглянемо перпендикулярні діаметри  та . Звернімо увагу на те, що трикутник  є прямокутним рівнобедреним, так само як і у квадраті після проведення діагоналі. Тому якщо суміжні сторони квадрата паралельні діаметрам кола, то діагональ квадрата паралельна відрізку, що сполучає кінці діаметра. Скористаємось цим фактом для розв’язання задачі.
Як і в задачі 2.6 будуємо спряжені діаметри еліпса – зображення кола, – так, щоб один з них (наприклад, АС) був паралельним до заданого відрізка КР. Тоді другий діаметр DB визначить прямі, на яких знаходяться зображення КF та РЕ сторін шуканого квадрата. Оскільки в оригіналі К’Е’ паралельна С’В’, то залишилось провести через точку K пряму, паралельну СВ до перетину з прямою, що проходить через Р та паралельна DB. Отримаємо вершину Е зображення квадрата, яке тепер легко добудовується за властивостями паралельного проєктування (Рис.2.8).
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Рисунок 2.8 – До задачі 2.7

Самостійно. Описати порядок виконання побудов, користуючись позначеннями на рисунку 2.8.

Зображення правильних многокутників ми вже розглядали, але наявність зображення кола значно ускладнює задачу. Причиною є той факт, що зображення кола перетворює рисунок у метрично визначений, а це означає, що жодних довільних побудов не може бути. Порадою у цьому випадку є знаходження афінних властивостей оригінала.

Для побудови зображення многокутників, описаних навколо кола, необхідно вміти будувати зображення дотичної до кола. 

Задача 2.8. На зображенні кола побудувати зображення двох перпендикулярних дотичних. 

Розв’язання. Як і в задачі 2.6 будуємо: паралельні хорди а та b; спряжений до них діаметр; центр кола. Потім через центр кола проводимо другий діаметр, він паралельний хордам а та b. В оригіналі цим спряженим діаметрам відповідають перпендикулярні діаметри кола. Залишилось через точки дотику, наприклад С та В, провести прямі, паралельні діаметрам, вони й будуть зображенням перпендикулярних дотичних (на рисунку 2.9 зображено лише одну з дотичних).
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Рисунок 2.9 – Зображення дотичних до кола

Задача 2.9. Побудувати зображення правильного трикутника, вписаного в коло, якщо задано зображення кола.

Розв’язання. 
Якщо одна з вершин правильного трикутника, наприклад вершина В’, є кінцем діаметра, то протилежна цій вершині сторона ділить діаметр А’В’ у відношенні 3:1, починаючи з вершини В’. Це і є афінна властивість, яка визначає порядок побудови зображення правильного трикутника, вписаного в коло:
1) На заданому зображенні кола будуємо спряжені діаметри АВ та CD (Рис.2.10);
2) Ділимо півдіаметр АО навпіл й через отриману точку проводимо хорду KL, паралельну спряженому діаметру;
3) Трикутник KLВ – шукане зображення.
[image: C:\Users\user\Desktop\20241113035150.jpg]

Рисунок 2.10 – Зображення вписаного правильного трикутника

 Для самостійного розв’язання

Задача 1. Дано зображення трикутника, довжини сторін якого відносяться як 4:5:7. Побудувати зображення центра кола, вписаного в даний трикутник.

Задача 2. Побудувати зображення правильного шестикутника, вписаного в коло, якщо задано зображення кола. Сформувати алгоритм розв’зання задачі, користуючись рисунком 2.11.
[image: ]

Рисунок 2.11 – Оригінал та його зображення

 Завдання.

Застосувати властивості паралельного проєктування й в середовищі Geogebra або CleverMaths виконати зображення правильного трикутника, квадрата, правильного шестикутника, вписаних в коло. Стисло описати порядок виконання побудов та їх теоретичне обґрунтування.
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Важливою відмінністю в теорії зображень просторових фігур є той факт, що зображенням просторової фігури є плоска фігура. Якою саме повинна бути ця плоска фігура, щоб вона могла давати уявлення про сам оригінал? Яка взагалі роль рисунку просторової геометричної фігури?
Відповідь на це останнє питання залежить від розв’язуваної задачі. Якщо це задача на існування просторової фігури, яка задовольняє певні вимоги, то тут рисунок можна взагалі не виконувати, оскільки розв’язання передбачає використання аксіом та теорем стереометрії. Рисунок тут використовують як ілюстрацію, щоб при описанні міркувань користуватись введеними на рисунку позначеннями тощо. Якщо ж це задача на побудову, пов’язану з деякою просторовою фігурою, наприклад, задача на побудову перерізу многогранника заданою площиною, то така задача потребує побудови зображення спочатку самого многогранника, а потім й зображення перерізу. Очевидно, вони не можуть бути довільними.
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В основі теорії зображення просторових фігур лежить теорема про зображення тетраедра, доведена у 1864 р Шварцем. У 1853 р. вчитель Шварца Польке довів частинний випадок цієї теореми.

Означення Повним чотирикутником називається плоска фігура, утворена чотирма точками, жодні три з яких не належить одній прямій, та шістьма прямими, які попарно з’єднують ці точки.

Теорема (Польке-Шварца)  Будь-який заданий тетраедр може бути зображеним повним чотирикутником довільної наперед заданої форми.

Самостійно. Знайдіть доведення теореми Польке-Шварца, опрацюйте його та прокоментуйте рис. 3.1.
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Рисунок 3.1 – До теореми Польке-Шварца






Нехай задано: зображення  деякої площини , зображення  деякої прямої , зображення А деякої точки  (Рис.3.2).

Завдання. Надайте відповіді на такі запитання:

1) 

Чи належить точка  площині ?
2) 

Чи належить пряма  площині ?
3) 

Якщо пряма  не належить площині , то чи паралельна вона цій площині?
4) 


Якщо пряма  не належить площині  й не паралельна їй, то в якій точці вона перетинає площину ?
5) 


Які факти про взаємне розташування точки , площини  та прямої  випливають із заданого їх зображення?
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Рисунок 3.2 – Для відповіді на запитання

Означення. Зображення називається повним (або афінно визначеним, позиційно визначеним), якщо по ньому можна відновити оригінал з точністю до афінного перетворення.
Відновити оригінал з точністю до афінного перетворення означає побудувати фігуру, афінно еквівалентну оригіналу. Дві фігури називаються афінно еквівалентними, якщо існує хоча б одне афінне перетворення, при якому образом однієї з цих фігур є друга фігура (Додаток А). Прикладами афінно еквівалентних фігур є будь-які два трикутника; будь-які два тетраедра.
З повного зображення можна «зчитати» всі афінні властивості оригінала. Наприклад, належність точки до прямої, належність прямої до площини, паралельність прямих, паралельність площин, відношення паралельних відрізків тощо. Отже, зображення на попередньому рисунку 6.2 не є повним.

Виділяють два класи задач на побудову зображень – позиційні (або афінні) та метричні.

Задача називається позиційною, якщо вона пов’язана лише з афінними властивостями фігур (Додаток А). 

Наприклад, позиційними є: задача на побудову зображення точки перетину прямої з площиною; задача на побудову зображення перерізу многогранника заданою площиною. 

 Зверніть увагу на важливе зауваження. Для розв’язання позиційної задачі необхідно й достатньо, щоб зображення було повним. 

 Завдання. Описати афінні властивості фігур на рис.3.3.
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а) Повне                                   б) Неповне                            в) Повне
зображення                              зображення                          зображення

Рисунок 3.3 – Повні та неповні зображення

Сутність методу основної площини, як одного з методів зображення просторових фігур на площині, полягає в наступному:
· 

В просторі обирають фігуру  (оригінал), яку слід зобразити, та деяку фіксовану площину , яка називається основною площиною;
· 




За допомогою паралельного або центрального проєктування фігуру  спроєктуємо на площину . Проєкцію фігури  на площину  позначимо . Це перше проєктування називається внутрішнім проєктуванням;
· 



За допомогою паралельного проєктування оригінал , основна площина  та проєкція  (плоска фігура) проєктуються на площину зображень  (на дошку, у зошит тощо). Це друге проєктування називається зовнішнім. На рисунку воно ніяк не відображається. Отже, на рисунку ми побачимо зображення з тими ж самими позначеннями, але без штрихів, про що й домовлялись із самого початку (рис.3.4).
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Рисунок 3.4 – Сутність методу основної площини




Таким чином, за методом основної площини фігура  зображається за допомогою двох фігур –  та . Отримане цим методом зображення буде повним, оскільки разом із зображенням кожної точки задана (або може бути побудована) й проєкція цієї точки на деяку площину (основну площину).




Наприклад, на наступному рисунку пряма  простору на площині зображень задається парою прямих – її проєкцією  на площину зображень та її зовнішньою проєкцією .
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Задача називається метричною, якщо вона пов’язана з властивостями фігур, які зберігаються при перетвореннях подібності, зокрема, при перетвореннях руху.

Прикладами таких задач є задачі, при розв’язанні яких враховуються довжина відрізка, величина кута, площа фігури тощо.


[bookmark: _Toc181954302][bookmark: _Toc181954982][bookmark: _Toc182940716]3.2. Зображення многогранників

Нехай жодна з граней многогранника не паралельна напрямку проєктування. Під зображенням многогранника розуміють фігуру, складену із зображень всіх його ребер. Для більшої наочності невидимі ребра многогранника зображають пунктирними лініями. Всі види призм та пірамід слід зображати так, щоб найбільшу кількість граней та ребер було видно, й ребра не збігались.

Тетраедр

За теоремою Польке-Шварца зображенням тетраедра є будь-який повний чотирикутник. Нехай задано тетраедр-оригінал. На площині зображень отримаємо довільний повний чотирикутник (чотирикутник з його діагоналями) (рис.3.5). На рисунку дано кілька зображень тетраедра, перше є опуклим повним чотирикутником, решта – неопуклі.
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Рисунок 3.5 – Різні зображення тетраедра

Очевидно, у будь-якому многограннику можна знайти чотири вершини, які є вершинами тетраедра (часто їх називають базисними точками). Побудову зображення многогранника починають із побудови зображення цього тетраедра. 

Піраміда. Зрізана піраміда

Для зображення п-кутної піраміди спочатку будують зображення многокутника основи піраміди, потім обирають довільну точку поза цим многокутником й сполучають її з вершинами многокутника. Висоту піраміди прийнято зображати вертикальним відрізком (рис.3.6).
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Рисунок 3.6 – Зображення п-кутної піраміди

 Увага! Якщо у якості основної площини вибрати площину основи піраміди, то можна вважати, що зображення виконується методом основної площини. У випадку піраміди внутрішнє проєктування прийнято вважати центральним з центром у вершині піраміди (інший варіант розглянуто у завданні 4)). Тоді проєкції всіх точок піраміди, крім вершини, визначені. Отже, зображення є повним.

Для побудови зрізаної піраміди треба починати з побудови відповідної повної піраміди, а потім будувати верхню основу, площина якої паралельна площині нижньої основи (рис.3.7). 
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Рисунок 3.7 – Побудова зображення зрізаної піраміди
 Завдання

1) Яке з наступних зображень піраміди та відрізка є повним?
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2) Назвати зображені на рисунку фігури та описати їх положення та взаємне розташування.

[image: C:\Users\user\Desktop\20241113061614.jpg]
3) Чи можна побудувати точку перетину площини основи піраміди ABCD та прямої MN?
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4) Вибрати напрям внутрішнього проєктування паралельним бчному ребру піраміди. Знайти проєкцію центроїда однієї з бічних граней. Чи буде зображення повним?
5) Чи є зображення на наступному рисунку зображеннями зрізаної піраміди? 
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Паралелепіпед



Три вершини нижньої основи й одна вершина верхньої основи є вершинами тетраедра  (рис.3.8а)). Отже, спочатку зображають тетраедр  довільним повним чотирикутником  (рис.3.8б)), а потім застосовують властивості паралельного проєктування. Таким чином, зображення будь-якого паралелепіпеда (а також і куба) є певною мірою довільним завдяки довільності зображення тетраедра. Якщо форма оригінала не задана, то зображення не буде метризованим, але воно є повним, оскільки для кожної точки є також зображення її проєкції. 
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Рисунок 3.8 – Зображення паралелепіпеда

Призма

Зображення призми починають із зображення її основи. У відповідності до теореми Польке-Шварца зображення бічних ребер може бути довільним з урахуванням властивостей паралельного проєктування. Для більшої наочності ребра прямих призм зображають вертикально.
Зображенням п-кутної призми є фігура, що складається з:
· двох рівних п-кутників, один з яких отримується з іншого паралельним переносом (вони є зображеннями основ призми),
· п паралельних між собою відрізків, які з’єднують відповідні вершини п-кутників (рис.3.9).
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Рисунок 3.9 – Зображення призм

Зауваження. Можна вважати, що такі зображення виконані методом основної площини, в якості якої вибрано площину нижньої (або верхньої) основи.
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Основою циліндра й конуса є коло, зображенням якого є довільний еліпс. Крайні твірні циліндра й конуса називаються контурними (або абрисними). 

Циліндр

За теоремою Польке-Шварца напрямок твірної циліндра на його зображенні можна вибрати довільно. Твірні треба зображати дотичними до еліпса – зображення основи. Оскільки дотичні в кінцях діаметра еліпса паралельні спряженому діаметру, то зображення контурних твірних можна починати з зображення діаметра, що сполучає точки дотику (рис. 3.10).
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Рисунок 3.10 – Зображення циліндра

Конус

Зображення контурних твірних конуса відрізняється від зображення контурних твірних циліндра: 
· починаємо з зображення основи;
· далі зображаємо дотичні до еліпса – зображення основи (Увага! Точки дотику цих дотичних не є кінцями діаметра еліпса);
· точка перетину дотичних є зображенням вершини конуса.
Або
· зображаємо основу;
· зображаємо довільно вершину конуса;
· зображаємо точки дотику, використовуючи властивості повного чотиривершинника з проєктивної геометрії (Додаток Б), й проводимо контурні дотичні до еліпса – зображення основи.
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Зауваження. У випадку зображення прямого кругового конуса вершину конуса доцільно вибирати так, щоб висота конуса була вертикальним відрізком (рис. 3.11).
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Рисунок 3.11 – Зображення прямого кругового конуса

 Питання для самоконтролю:

1) Чому точки дотику контурних дотичних конуса не є кінцями діаметра еліпса – зображення основи?
2) Які дотичні на рисунку 3.12 є контурними? Чи зображено на цьому рисунку спряжені дотична й діаметр?
3) Назвіть зображення осьових перерізів конуса на рисунку 3.12. Чи є трикутник SAB зображенням осьового перерізу?
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Рисунок 3.12 – Зображення циліндра та конуса

4) Чи є зображення на наступному рисунку зображеннями конуса та циліндра?
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 Завдання

1. Довести, що зображення будь-якої піраміди та будь-якої призми є повними.
2. Довести, що зображення конуса, циліндра, кулі є повними.
3. Дано зображення двох чотирикутних пірамід із спільною основою, вершини яких лежать в різних підпросторах відносно площини основи. Довести, що це зображення не є повним.

З усіх геометричних тіл, що вивчаються в школі, найбільші труднощі виникають при зображенні кулі. Кулю зображають в ортогональній проєкції (вектор паралельного проєктування перпендикулярний до площини зображень), таке зображення є найбільш наочним. Щоб забезпечити наочність, зображення контура кулі доповнюють зображенням екватора (перерізу кулі горизонтальною площиною, що проходить через центр кулі) та північного й південного полюсів (кінців перпендикулярного до площини екватора діаметра кулі). Зображення полюсів кулі розташовують у внутрішній області її контура (рис. 3.13). 
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Рисунок 3.13 – Зображення кулі
Важливе зауваження. Якщо задано зображення кулі та її полюсів, то зображення екватора не може бути довільним. Так само, зображення кулі та її екватора однозначно визначають зображення полюсів цієї кулі.

Опишемо порядок побудови зображення екватора на зображенні кулі та її полюсів:

1.  Нехай коло з центром О є зображенням кулі. На вертикальному діаметрі кола будуємо внутрішні точки N та S так, щоб ON=OS (рис.3.14 зліва).
2. Через точку N проводимо пряму, перпендикулярну діаметру. Нехай N1 – точка перетину прямої з колом.
3. Будуємо горизонтальний діаметр АВ.
4. На вертикальному діаметрі будуємо точки C та D так, щоб OD=OC=NN1. Точки A,B,C,D – вершини еліпса, який є зображенням екватора 

Якщо ж задано зображення екватора, то воно визначає один з перпендикулярних діаметрів. Кінці другого діаметра визначають положення полюсів.
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Рисунок 3.14 – Порядок побудови зображення екватора на зображенні кулі та її полюсів (зліва) та побудови полюсів на зображенні кулі та її екватора (справа)

 Для самостійного розв’язання

1) Побудувати зображення правильної шестикутної призми.
2) Побудувати зображення прямої призми, основою якої є трапеція, одна з основ якої у два рази більша за іншу.
3) 
Дано зображення А,В,С трьох вершин основи та вершини С1 правильної чотирикутної призми . Побудувати зображення решти вершин призми.
4) Дано зображення тетраедра. Побудувати зображення відрізка, який з’єднує одну з вершин тетраедра з центроїдом протилежної грані.

[bookmark: _Toc181954304][bookmark: _Toc181954984][bookmark: _Toc182940718]3.4. Повнота зображення. Розв’язання основних позиційних задач

Нагадаємо, що зображення називається повним, якщо воно дозволяє відновити фігуру-оригінал з точністю до афінного перетворення (Додаток А та пункт 6 цього посібника). На повному зображенні можна розв’язувати позиційні задачі, тобто такі, що пов’язані лише з афінними властивостями геометричних фігур:

· Колінеарність точок;
· Інцидентність точки й прямої;
· Інцидентність точки й площини, прямої й площини;
· Паралельність прямих, паралельність прямої й площини, двох площин;
· Відношення колінеарних відрізків;
· Просте відношення трьох точок прямої.

Метод основної площини дозволяє ефективно розв’язувати задачі на побудову (на повному зображенні). Будь-яка позиційна задача може бути розв’язана за допомогою основних позиційних задач.

Основними позиційними задачами є:

· Побудова зображення лінії перетину двох заданих площин;
· Побудова зображення точки перетину заданої прямої та заданої площини.




Задача 3.1. Відомо, що пряма а є перетином деякої площини  з площиною основи піраміди ABCD й що точка М належить площині . Побудувати пряму перетину площини  з площиною грані ACD (рис.3.15).
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Рисунок 3.15 – До задачі 3.1

Розв’язання. 

Нагадаємо, що за методом основної площини у випадку піраміди внутрішнє проєктування прийнято вважати центральним з центром у вершині піраміди. Оскільки точка М належить ребру піраміди, то її основою (проєкцією) є точка С. Однією спільною точкою площини  й площини грані ACD є задана точка М. Задача зводиться до побудови ще однієї їх спільної точки. Очевидно, що точка перетину прямих АС й а (позначимо її Р) належить обом вказаним площинам. Пряма МР є шуканою.

Задача 3.2. Дано чотирикутну піраміду SABCD та дві зовнішні точки (M,M1), (N,N1). Побудувати точки перетину прямої MN з площиною основи піраміди та з площинами ABS, ADS.

Розв’язання. 
1. Знайдемо точку перетину прямої MN з площиною основи піраміди. Для цього розглянемо площину SM1N1, яка перетинає площину основи по прямій M1N1. Тоді, шуканою точкою є точка Х перетину прямих MN та M1N1 (рис.3.16).
2. Знайдемо точку перетину прямої MN з площиною SАВ. Площина SM1N1 перетинає пряму АВ в точці Y1. Тому площина SM1N1 перетинає площину SАВ по прямій SY1. Таким чином, шукана точка Y є точкою перетину прямих MN та SY1.
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Рисунок 3.16 – До задачі 3.2




Задача 3.3. Дано зображення  куба з ребром а. Побудувати зображення перпендикуляра, проведеного з вершини  куба на його діагональ .




Розв’язання. Оскільки зображення куба є метризованим, то побудова зображення будь-якої іншої точки не може бути довільною. Обґрунтуємо побудову зображення основи  перпендикуляра, проведеного з вершини  заданого куба на діагональ  (рис. 3.17). 
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Рисунок 3.17 – До задачі 3.3




З прямокутного трикутника  за наслідками з теореми Піфагора маємо . За властивостями паралельного проєктування .


Зауваження (другий спосіб). Можна побудувати форму трикутника  на його зображенні зі стороною  й потім застосувати споріднення.

 Для самостійного розв’язання

1. Дана п’ятикутна призма та дві її внутрішні точки. Побудувати точку перетину прямої, що проходить через задані точки, з площинами основ призми та з площинами бокових граней.
2. Дана п’ятикутна піраміда та дві її внутрішні точки. Побудувати точки перетину прямої, що проходить через задані точки, з площинами основ піраміди та з площинами бічних граней.
3. A1B1C1D1A2B2C2D2 – паралелепіпед. Точка М належить грані С1D1D2C2, точка Р належить верхній основі. Побудувати точки перетину прямої МР з площиною нижньої основи та з площиною грані A1B1B2A2.
4. SABCDЕF – шестикутна піраміда. Точка М належить грані SAB, точка Р – грані SЕF. Побудувати точки перетину прямої МР з площиною основи піраміди та з площиною грані SBC.
5. A1B1C1D1E1F1A2B2C2D2E2F2 – призма. Точка М належить ребру С1С2, точка Р – грані E1F1F2E2. Побудувати точки перетину прямої МР з площинами основ призми та з площиною грані D1F1F2D2.
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	Ключові поняття: січна площина, переріз многогранника площиною, внутрішнє паралельне проєктування, внутрішнє центральне проєктування, слід січної площини, основний слід



Задача на побудову зображення перерізу многогранника заданою площиною є позиційною. Вона є важливою задачею, відповідна тема вивчається в курсі стереометрії. Ця задача зводиться до побудови зображень відрізків перетину січної площини з гранями многогранника. А для побудови цих відрізків достатньо побудувати зображення точок перетину січної площини з ребрами многогранника. Ця задача є однією з основних позиційних задач, розглянутих у попередньому пункті. Звісно, використовуючи її, ми зможемо побудувати зображення перерізу многогранника площиною. 
Першим кроком виступає задання січної площини. В шкільному курсі стереометрії січну площину, як правило, задають трьома її не колінеарними точками, які можна вибрати на ребрах та гранях многогранника. Слід пам’ятати, що за методом основної площини разом із зображенням кожної точки треба зображати її проєкцію на деяку площину (основну площину). Тільки тоді точка буде заданою. У якості основної площини вибирають основу многогранника, наприклад, нижню. Отже, три неколінеарні задані точки зададуть січну площину. 
Зрозуміло, що перерізом «шкільних» многогранників площиною є многокутник, його тип залежить від положення січної площини. Цей многокутник може бути трикутником, чотирикутником, …, п-кутником, де п - число граней многогранника). 
Вище зазначено, що основна позиційна задача побудови зображення точки перетину площини з прямою є достатньою для побудови зображення перерізу многогранника площиною. Але існують спеціальні методи, які швидше приводять до результату. Розглянемо два з них:

· Метод внутрішнього проєктування;
· Метод слідів.

Зауважимо, що метод внутрішнього проєктування та метод слідів можна застосовувати до розв’язування позиційних задач на повних зображеннях.
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Всі теоретичні засади цього методу фактично викладено при описанні сутності методу основної площини. Там же з’явився й термін «внутрішнє проєктування». Це попереднє паралельне (або центральне) проєктування точок просторової фігури на основну площину, у якості якої зручно вибирати основу многогранника. Для забезпечення повноти зображення кожна точка простору зображається разом з її паралельною (або центральною) проєкцією на основну площину.
За необхідності будемо вживати терміни «метод внутрішнього паралельного проєктування» або «метод внутрішнього центрального проєктування». Рисунок 4.1 демонструє внутрішнє центральне проєктування з центра S на основну площину П’. Воно не є взаємно однозначним. Кожній точці простору (крім точки S) відповідає лише одна точка на основній площині, але обернене не є вірним. Прообразами кожної точки основної площини є нескінченна множина точок проєктуючої прямої.
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Рисунок 4.1 – Внутрішнє центральне проєктування




Сутність методу внутрішнього паралельного проєктування можна пояснити на наступній задачі: Нехай січну площину задано трьома не колінеарними точками А, В, С, паралельними проєкціями яких на основну площину  є точки . Дано також пряму р, паралельну напрямку проєктування й точку . Потрібно побудувати точку Х перетину площини АВС з прямою р.
Зауважимо, що для шуканої точки Х відома її проєкція [image: https://formula.kr.ua/konstruktivni-z-g/02-5-2-perepizi-figur-vnutrishne-paralelne-proektuvanya.files/image068.png], яка, очевидно, збігається з точкою [image: https://formula.kr.ua/konstruktivni-z-g/02-5-2-perepizi-figur-vnutrishne-paralelne-proektuvanya.files/image070.png]. Опишемо порядок побудови точки Х (рис.4.2):

· 
Будуємо точку ;
· 
Через точку  проводимо проєктуючу пряму до перетину з прямою ВС, яка належить січній площині. Позначимо точку перетину буквою М;
· Шукана точка Х є перетином прямих АМ та р. 
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Рисунок 4.2 – Сутність методу внутрішнього паралельного проєктування

 Завдання. Не виходячи за межі піраміди SABCD, побудувати точку перетину ребра SA з площиною MNP (рис.4.3). Описати порядок побудов та зробити рисунок.
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Рисунок 4.3 – До завдання

Задача 4.1. Точки P, Q, R взяті на поверхні паралелепіпеда так, що точка Р належить грані СС1D1D, точка Q – грані АА1D1D, точка R – площині грані AA1B1B за межами цієї грані. Побудувати переріз паралелепіпеда площиною PQR.

Розв’язання.


Щоб зображення було повним, кожну з точок  зобразимо з її проєкцією на нижню основу паралелепіпеда, позначимо ці проєкції  відповідно (рис.4.4).
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Рисунок 4.4 – До задачі 4.1










1) Знайдемо точку  перетину січної площини з ребром . Її проєкцією на площину нижньої основи паралелепіпеда є точка . Для цього, згідно з методом внутрішнього паралельного проєктування, знайдемо точку М1 перетину прямих  та . Потім через точку М1 проведемо проєктуючу пряму й знайдемо точку М перетину цієї прямої з прямою . Точка  є перетином прямих  та .




2) Проведемо пряму  в грані . Вона визначить точку  січної площини на ребрі .



3) Проводимо пряму  до перетину з ребром , отримаємо точку  січної площини на цьому ребрі.





4) Пряма  визначає точку  січної площини на ребрі  та точку  на прямій .


5) Залишилось з’єднати точки  та , які належать одній грані.

Многокутник  є зображенням перерізу паралелепіпеда заданою січною площиною.

Задача 4.2. (самостійно). Прокоментувати порядок побудови перерізу призми методом внутрішнього проєктування на заданому рисунку 4.5, якщо МNK – січна площина. Надати стисле описання розв’язання задачі.
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Рисунок 4.5 – До задачі 4.2
Задача 4.3. Побудувати зображення перерізу п’ятикутної призми площиною, заданою трьома точками А,В,С, що належать її граням так, як показано на рисунку 4.6.
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Рисунок 4.6 – До задачі 4.3

Очевидно, що для побудови шуканого перерізу досить знайти точки перетину січної площини з ребрами призми. Для цього, перш за все, спроєктуємо точки А,В,С на основну площину (площину нижньої основи призми). Далі виконаємо такі побудови:









1) Знайдемо точку  перетину січної площини з ребром . Її проєкцією на площину нижньої основи призми є точка . Для цього, згідно з методом внутрішнього паралельного проєктування, знайдемо точку  перетину прямих  та . Потім через точку  проведемо проєктуючу пряму й знайдемо точку О перетину цієї прямої з прямою . Точка М є перетином прямих  та СО.
Подальші кроки 2)-4) очевидні, оскільки маємо по дві точки на трьох бічних гранях призми.

2) ;

3) ;

4) ;


5) Наступний крок – ще одне застосування методу внутрішнього проєктування – для побудови точки  січної площини на ребрі . Послідовність побудов:

а) ; 


б) через точку  проводимо проєктуючу пряму до перетину з відрізком  в точці Е;

в) .

Шуканим перерізом є п’ятикутник .

Для побудови перерізу піраміди площиною можна застосовувати як метод внутрішнього паралельного так і метод внутрішнього центрального проєктування. Частіше за все вибирають другий метод. 

Базовою є така задача: 





Нехай  – центр внутрішнього проєктування,  – основна площина, січна площина задана точками А,В,С, центральними проєкціями яких на основну площину є точки . Потрібно побудувати точку Х перетину площини АВС із даною прямою .
Для розв’язання задачі необхідно виконати наступні побудови (рис.4.7):
· 
;
· 

через точки  й S проводимо проєктуючу пряму й в площині АВС знаходимо точку ;
· 
будуємо шукану точку Х січної площини: .
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Рис.4.7 – Побудова зображення точки січної площини за трьома заданими її точками методом внутрішнього центрального проєктування



Задача 4.4. Побудувати зображення перерізу чотирикутної піраміди  площиною, заданою трьома точками P,Q,R на ребрах  відповідно.

Розв’язання.
Застосуємо метод внутрішнього центрального проєктування. На рисунку 4.8 вказано, що проєкціями точок P,R,Q є вершини А,В,D нижньої основи піраміди, які додатково позначені P1,R1,Q1 відповідно.
У відповідності до базової задачі послідовність побудов буде наступною (рис. 4.8):
· 
точка ; 
· 
точка ; 
· 
точка .

Після цього на кожному бічному ребрі піраміди маємо точку, яка належить січній площині. Вони і є вершинами перерізу піраміди заданою площиною, тобто перерізом є чотирикутник .
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Рисунок 4.8 – Переріз піраміди площиною PRQ

Задача 4.5. На рисунку 4.9 побудовано зображення перерізу призми площиною MNP. Описати послідовність побудов, користуючись позначеннями на рисунку.
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Рисунок 4.9 – До задачі 4.5
Зауважимо, що метод внутрішнього проєктування можна також застосовувати для побудови точок перерізу циліндра (рис. 4.10) й конуса (рис. 4.11) січною площиною 
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Рисунок 4.10 – Побудова точок X, Y, Z січної площини, заданої точками А, В, С, методом внутрішнього паралельного проєктування
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Рисунок 4.11 – Побудова точок  К, L січної площини, заданої точками А, В, С, методом внутрішнього центрального проєктування
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У загальному випадку площина перерізу має спільну пряму з площиною кожної грані многогранника. Пряму, по якій січна площина перетинає площину деякої грані многогранника, називають слідом січної площини на цій грані. Зрозуміло, що січна площина має стільки слідів, скільки площин граней вона перетинає. 
В методі слідів використовують, як правило, слід січної площини з площиною нижньої основи многогранника. Цей слід називатимемо основним.

Суть методу слідів: 

Кожна пряма січної площини та її проєкція на площину нижньої основи перетинаються на основному сліді.



Задача 4.6. Побудувати зображення перерізу чотирикутної піраміди  площиною, заданою трьома точками P,Q,R на ребрах  відповідно.

Розв’язання. Застосуємо метод слідів. На рисунку 4.12 вказано, що центральними проєкціями точок P,R,Q є вершини А,В,D нижньої основи піраміди, які додатково позначені P1,R1,Q1 відповідно.
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Рисунок 4.12 – До задачі 4.6




Точки P та R належать грані , а точки  P та Q – грані , отже, два відрізка перерізу вже визначені. Побудуємо основний слід січної площини, використавши пари P,R та P,Q точок січної площини разом з їх проєкціями. Слід визначається точками О та Е. Для знаходження точки січної площини на ребрі  піраміди за її проєкцією С треба знайти точку Х перетину прямої ВС зі слідом, а потім провести пряму RХ. Точка К і є шуканою. Таким чином, многокутник PRКQ є перерізом піраміди заданою площиною.








Задача 4.7. Дано зображення чотирикутної піраміди  й точок  та , які належать відповідно граням ,  та . Побудувати зображення перерізу піраміди площиною .

Розв’язання. На відміну від попередньої задачі точки, які задають січну площину, розташовані не на ребрах, а на гранях піраміди (рис. 4.13).
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Рисунок 4.13 – До задачі 4.7















Основний слід визначається точками  та . Методом слідів будуємо точку  січної площини на ребрі . Далі порядок побудов наступний: з’єднуємо точки  та , знаходимо ; з’єднуємо точки  та , знаходимо ; з’єднуємо точки  та , знаходимо . Чотирикутник  – шуканий переріз.









Задача 4.8. Дано зображення  чотирикутної призми й точок  та Р, якщо  належать грані ,  – площині грані  вище верхньої основи призми, Р належить грані . Побудувати зображення перерізу призми площиною  методом слідів.










Розв’язання. В цій задачі проєктування паралельне, а не центральне. Основний слід визначають точки  та  (рис.4.14). Достатньо виконати лише один «цикл» алгоритму методу слідів – для побудови точки  січної площини на ребрі  за допомогою точки  на сліді. Потім послідовно знаходимо вершини , ,  та  перерізу.
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Рисунок 4.14 – До задачі 4.8

Зауважимо, що метод слідів можна також застосовувати для побудови точок перерізу циліндра (рис. 4.15) й конуса (рис. 4.16) січною площиною
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Рисунок 4.15 – Побудова точок А, В, С січної площини, заданої точками , методом слідів
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Рисунок 4.16 – Побудова точок А, В, С січної площини, заданої точками , методом слідів

 Завдання

1) Описати положення січної площини відносно циліндра (наприклад, паралельна твірній та перетинає основу), яке відповідає формі перерізу циліндра цією площиною (рис.4.17).
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Рисунок 4.17 – Види перерізів циліндра



2) Описати положення січної площини відносно конуса (наприклад, проходить через вершину й перетинає основу), яке відповідає формі перерізу конуса цією площиною (рис.4.18).
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Рисунок 4.18 – Види перерізів конуса

3) З’ясувати, користуючись рисунком 4.19, якими точками задано січну площину та яким методом побудовано переріз піраміди цією площиною.
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Рисунок 4.19 – До завдання 3

4) З’ясувати, користуючись рисунком 4.20, якими точками задано січну площину та яким методом побудовано переріз призми цією площиною.
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Рисунок 4.20 – До завдання 4

[bookmark: _Toc181954308][bookmark: _Toc181954988][bookmark: _Toc182940722]Індивідуальне завдання до змістового модуля 1 «Методи зображення плоских фігур»

Задача 1 (6 варіантів) Застосувати властивості паралельного проєктування

1. На зображенні правильного трикутника побудувати зображення його центроїда.



2. Дано зображення прямокутного трикутника . Побудувати зображення бісектриси та висоти .





3. Дано зображення  трикутника  й зображення  вписаного в нього паралелограма. Відомо, що . Відновити оригінал .







4. Дано зображення трикутника . Побудувати зображення точки перетину прямих  та , якщо , . Нагадування:  
5. Дано зображення прямокутного трикутника, відношення катетів якого дорівнює 3. Побудувати зображення висоти, проведеної з вершини прямого кута.




6. Дано зображення прямокутного трикутника  (). Побудувати зображення бісектриси  й висоти .

Задача 2 (6 варіантів) Зображення кола та вписаних й описаних многокутників

1. Дано зображення кола й точки А на ньому. Побудувати зображення правильного трикутника, вписаного в коло так, щоб одна з його вершин знаходилась у заданій точці А.
2. Дано зображення кола й точки А на ньому. Побудувати зображення правильного описаного трикутника так, щоб одна з його сторін була дотичною до кола у заданій точці А.
3. Дано зображення кола й точки А на ньому. Побудувати зображення правильного шестикутника, вписаного в коло так, щоб одна з його вершин знаходилась у заданій точці А.
4. Дано зображення кола й точки на ньому. Побудувати зображення рівнобедреного прямокутного трикутника, описаного навколо кола, щоб один з катетів дотикався кола в заданій точці.
5. Дано зображення прямокутного трикутника, один катет якого вдвічі більший за другий. Побудувати зображення центра вписаного в трикутник кола.
6. Дано зображення кола й точки А на ньому. Побудувати зображення правильного описаного шестикутника так, щоб одна з його сторін була дотичною до кола у заданій точці А.
Вказівка. Побудувати спочатку зображення вписаного шестикутника.

Задача 3 (6 варіантів) Застосувати споріднення




1. Дано зображення  рівнобедреного трикутника з кутом 100 градусів, точки А на стороні  і точки В. Побудувати кут .
2. Дано зображення прямокутника A’B’С’D’, у якого A’B’=3а, B’С’=4а. Побудувати зображення перпендикуляра, проведеного з вершини B’ до діагоналі A’С’.




3. Дано  - зображення правильного шестикутника . На діагоналі АС знайти таку точку Р, щоб кут  мав задану величину .
4. Дано зображення ромба A’B’С’D’, у якого діагоналі A’С’=2а, B’D’=4а. Побудувати зображення висот ромба, проведених з вершини B’.
5. Дано зображення правильного трикутника A’B’С’. Побудувати зображення вписаного в цей трикутник прямокутника X’Y’Z’W’ так, щоб вершини X’ та Y’ лежали на стороні A’B’. Відомо також, що X’Y’=2 Х’W’.
6. Дано зображення АВС рівнобедреного трикутника А’B’C’ з основою В’С’. Побудувати зображення висоти В’D’, якщо А’B’=2 В’С’.
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Варіант 1








Задача 1 Побудувати переріз п’ятикутної призми  площиною , якщо точка  належить діагоналі  верхньої основи, точка  лежить на ребрі , а  – на ребрі :
А) методом слідів,
Б) методом внутрішнього проєктування.









Задача 2 Побудувати переріз п’ятикутної піраміди  площиною , якщо точка  належить діагоналі  основи, точка  лежить на ребрі , а  – на ребрі 
А) методом слідів,
Б) методом внутрішнього проєктування.

Варіант 2








Задача 1 Побудувати переріз п’ятикутної призми  площиною , якщо точка  належить грані ,  лежить на прямій  вище точки В, а  – в площині :
А) методом слідів,
Б) методом внутрішнього проєктування.









Задача 2 Побудувати переріз п’ятикутної піраміди  площиною , якщо точка  належить грані ,  є зовнішньою точкою ребра , а  належить площині 
А) методом слідів,
Б) методом внутрішнього проєктування.

Варіант 3








Задача 1. Побудувати переріз п’ятикутної призми  площиною , якщо точка  належить грані ,  лежить на ребрі , а  – в грані :
А) методом слідів,
Б) методом внутрішнього проєктування.









Задача 2. Побудувати переріз п’ятикутної піраміди  площиною , якщо точка  належить грані ,  лежить на ребрі , а  – в грані 
А) методом слідів,
Б) методом внутрішнього проєктування.

Варіант 4








Задача 1. Побудувати переріз п’ятикутної призми  площиною , якщо точка  належить грані ,  лежить на ребрі , а  – на ребрі :
А) методом слідів,
Б) методом внутрішнього проєктування.









Задача 2. Побудувати переріз п’ятикутної піраміди  площиною , якщо точка  належить грані ,  лежить на ребрі , а  – на ребрі 
А) методом слідів,
Б) методом внутрішнього проєктування.
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1) 





Дано зображення  трикутника , . Побудувати зображення трикутника , де  – основи висоти, медіани та бісектриси, проведених з різних вершин трикутника .
2) 


Дано зображення  квадрата  та точка Е. Побудувати зображення квадрата зі стороною .
3) Дано зображення ромба з кутом 450. Побудувати зображення його висоти.
4) Побудувати зображення вписаного в коло правильного восьмикутника.
5) На заданому зображенні кола побудувати зображення описаного ромба.
6) 


Дано зображення кола і зображення  вписаного в нього трикутника . Побудувати зображення висоти, проведеної з вершини .
7) На заданому зображенні кола побудувати зображення вписаної трапеції, основи якої стягують дуги 900 та 1200.
8) На заданому зображенні кола побудувати зображення вписаної трапеції, основа якої стягує дугу 900, а бічна сторона – дугу 600.
9) 

На площині зображень задані коло, пряма а й точка Р. Побудувати зображення перпендикуляра, проведеного з точки  на пряму .
10) 




Дано зображення  трикутника , зображення Н точки  перетину висот і сама точка . Відновити форму .
11) 




Дано зображення  трикутника  () й зображення  вписаного в нього паралелограма. Відновити форму оригінала .
12) 


Дано зображення  квадрата та зображення  відрізка. Побудувати зображення квадрата зі стороною .






13)	Дано зображення  п’ятикутної призми. Побудувати зображення призми площиною , якщо відомо, що М належить ребру , N – ребру , Р – ребру . 
14) Дано зображення циліндра. Побудувати зображення перетину циліндра площиною, яка проходить через середину відрізка, що з’єднує центри основ та належить площині, паралельній площинам основ.
15) Побудувати зображення перерізу п’ятикутної піраміди площиною, що задана трьома точками, одна з яких належить бічній грані, друга – протилежному бічному ребру, третя знаходиться зовні піраміди. 
16) Побудувати зображення перерізу тетраедра площиною, що задана трьома точками, які по одній належать бічним граням. 




17) Дано зображення  рівнобедреного трикутника з кутом  при основі. Точка  належить ВС. Побудувати зображення точки Е, яка належить АС, якщо .
18) Дано зображення кола й описаної трапеції. Побудувати зображення висот, проведених з вершин однієї з основ на іншу.
19) Дано зображення кола й вписаного трикутника. Побудувати зображення однієї з висот трикутника.
20) На заданому зображенні кола побудувати зображення описаного ромба з кутом 600.
21) На заданому зображенні кола побудувати зображення вписаної трапеції, основи якої стягують дуги 900 та 1200.
22) На заданому зображенні кола побудувати зображення вписаної трапеції, основа якої стягує дугу 900, а бічна сторона – дугу 600.
23) Дано зображення кола, прямої й точки. Побудувати зображення перпендикуляра з заданої точки на задану пряму.
24) Дано зображення правильної трикутної піраміди й довільної прямої в площині її основи. Побудувати зображення перерізу піраміди площиною, що проходить через її вершину й перпендикулярна заданій прямій.
25) Побудувати зображення перерізу куба площиною, що проходить через центр куба та перпендикулярна одній з його діагоналей.
26) Побудувати зображення перерізу куба площиною, яка проходить через середини трьох попарно мимобіжних ребер куба.
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Означення. Перетворення площини називається афінним, якщо воно будь-які три колінеарні точки  переводить в три колінеарні точки  так, що зберігається їх просте відношення, тобто .









Теорема (про задання афінного перетворення площини). Якщо  – три задані неколінеарні точки площини й  – також наперед задані неколінеарні точки цієї ж площини, то існує єдине афінне перетворення площини, яке відображає  на ,  на , на .
Користуючись цією теоремою, можна довести, що афінне перетворення переводить: 

· Пряму в пряму;
· Паралельні прямі в паралельні прямі;
· Півплощину в півплощину;
· Промінь в промінь;
· Відрізок у відрізок;
· Кут в кут.

Найпростішим прикладом нетотожного афінного перетворення, відомим зі школи, є перетворення подібності. 





Інший приклад можна отримати, якщо розглянути випадок, коли трикутники  й  з теореми мають спільну сторону, наприклад, . Можна показати, що будь-яка точка  прямої  є нерухомою в цьому перетворенні, тобто збігається зі своїм образом. 

Означення. Афінне перетворення площини, яке має пряму нерухомих точок, називається спорідненням.
Частинним випадком споріднення, відомим зі школи, є осьова симетрія. Іншими частинними випадками споріднення є зсув й стискання. 

Множина всіх афінних перетворень площини є групою відносно операції композиції перетворень. Ця група є підгрупою групи всіх перетворень площини і називається афінною групою перетворень. У 1872 році німецький математик Фелікс Клейн запропонував визначати геометрії як геометрії певної групи перетворень (Ерлангенська програма). Під геометрією групи перетворень розуміють сукупність властивостей та величин, які не змінюються при перетвореннях даної групи, інакше, є інваріантами групи перетворень. З цієї точки зору, яку з часів Клейна називають груповою точкою зору на геометрію, кожна група перетворень породжує геометрію як теорію інваріантів цієї групи. Згідно цієї точки зору афінна геометрія є теорією інваріантів афіннної групи перетворень.

Основними інваріантами афінних перетворень є:

1) Колінеарність точок;
2) Паралельність прямих;
3) Відношення колінеарних відрізків;
4) Просте відношення трьох точок прямої;
5) Відношення площ фігур.

В афінній геометрії відсутні поняття, що базуються на метриці (довжина відрізка, величина кута). В ній немає перпендикулярних прямих, кола, правильних трикутників, прямокутників та ін. Ці фігури не є афінними. 

Афінними фігурами є точка, пряма, відрізок, промінь, площина, півплощина, трикутник, паралелограм, трапеція, еліпс, тетраедр, паралелепіпед, призма, конус (не круговий), еліпсоїд й ін. Медіана та середня лінія трикутника теж відносяться до афінної геометрії.





Означення. Фігури  та  називаються афінно еквівалентними, якщо існує таке афінне перетворення, яке фігуру  переводить в фігуру . 

Афінно еквівалентні фігури мають однакові афінні властивості, хоча їх метричні властивості різні.
З теореми про задання афінного перетворення випливає, що будь-які два трикутника є афінно еквівалентними. 



Теорема. Два чотирикутники афінно еквівалентні тоді й тільки тоді, коли їх можна позначити  та  так, щоб








де  й  – точки перетину прямих  й .
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Теорема. Плоска фігура  може бути зображенням плоскої фігури  тоді й тільки тоді, коли фігури  та  афінно еквівалентні.




Нехай на площині задано зображення  плоскої фігури . Зображення називається повним, якщо по ньому можна побудувати фігуру, афінно еквівалентну фігурі . Задачі, пов’язані з повними зображенням, називаються афінними задачами. Такі задачі не пов’язані з поняттями довжини, кута. Це задачі про перетин прямих, належність точок до прямої, до площини. Наприклад, теорема про середню лінію трапеції є афінною, а теорема Піфагора не є афінною.

Більшість афінних задач розв’язуються алгебраїчними методами – векторним або координатним. При застосуванні цих методів бажано керуватись наступними рекомендаціями. Вони допомагають знайти зв’язок між геометричними властивостями фігур та їх вираженням на мові векторів та координат.

1) Правило додавання векторів

.[image: ]
2) Правило віднімання векторів

, О – будь-яка точка.




3) Умови колінеарності (належності до однієї прямої) точок   , або , О – будь-яка точка.




4) Умова паралельності відрізків  і : .



5) Якщо С- середина відрізка , то , О – будь-яка точка.




6) Якщо С ділить відрізок  у відношенні , тобто , то

, О – будь-яка точка. (формула ділення відрізка у заданому відношенні).






7) Якщо вектори  та  неколінеарні і , то  і  (теорема про єдиність розкладу вектора по базису).
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Проєктивна геометрія є базовою структурою, на якій можна побудувати такі важливі геометричні структури, як афінна та евклідова геометрії.










Означення. Нехай  –  – вимірний векторний простір над полем  дійсних чисел,  – множина всіх ненульових векторів простору . Непусту множину  називають  – вимірним дійсним проєктивним простором (позначають ), якщо задано відображення , яке задовольняє таким умовам :
1. 
Відображення  сюр’єктивне;
2. 


Рівність  виконується тоді й лише тоді, коли вектори  та  колінеарні.





Елементи множини  називаються точками проєктивного простору й позначаються . Якщо , то говорять, що вектор  породжує точку . 





Множину точок із , які породжуються підпросторами  та  простору , називають відповідно проєктивною прямою та проєктивною площиною.

Прикладом проєктивної прямої є так звана розширена пряма. Так називають звичайну пряму афінної (евклідової) площини, доповнену невласною (нескінченно віддаленою) точкою.




Аналогічно, можна побудувати приклад проєктивної площини – розширену площину , тобто звичайну афінну (евклідову) площину , яка доповнена невласною (нескінченно віддаленою) прямою .

Згідно з введеним означенням між точками й прямими проєктивної площини встановлюється відношення взаємної приналежності (інцидентності). Вирази «точка належить прямій» та «пряма проходить через точку» можна замінити одним виразом «точка й пряма інцидентні». 

Мають місце такі твердження щодо відношення інцидентності:


П1. Дві довільні точки  та  інцидентні одній прямій (Через дві довільні точки проходить одна пряма).
П2. Дві довільні прямі інцидентні одній точці (Дві довільні прямі перетинаються).

Означення. Чотири точки на проєктивній площині, серед яких жодні три не належать одній прямій, називаються точками загального положення.





Означення. Нехай  – проєктивна площина. Впорядкована система точок  загального положення називається проєктивним репером. Позначається . Точки  називаються вершинами репера, а точка  – одиничною точкою репера.




Якщо вектори  простору , що породжують вершини репера і його одиничну точку, вибрано так, що , то говорять, що система  векторів узгоджена відносно цього репера. Зауважимо, що для даного репера завжди існують системи векторів, які є узгодженими відносно цього репера.













Означення. Нехай на проєктивній площині  задано проєктивний репер  й  – довільна точка площини . Нехай  – будь-який вектор, що породжує точку , й  – будь-яка система векторів, узгоджена відносно репера . Якщо , то числа  називаються проєктивними (або однорідними) координатами точки  відносно репера .








Зауваження. Оскільки , то серед чисел  обов’язково хоча б одне відмінне від нуля. Далі, оскільки система векторів, узгоджена відносно репера, вибирається з точністю до множника, то й проєктивні координати точки теж визначаються з точністю до множника. Тому прийняте таке позначення . Зокрема, для вершин репера та його одиничної точки маємо: , , , .
Таким чином, заданням проєктивного репера між точками проєктивної площини й впорядкованими ненульовими трійками дійсних чисел встановлюється відповідність з такими властивостями:
1. Кожній впорядкованій ненульовій трійці відповідає єдина точка.
2. Дві різні трійки задають одну точку тоді і лише тоді, коли вони пропорційні.
Будемо говорити, що заданням репера на проєктивній площині задається проєктивна система координат.










Задача. На розширеній прямій  задано проєктивний репер ,  – власні точки прямої ,  – середина відрізку . Знайти координати невласної точки  прямої  в репері .













Розв’язання. Нехай  – початок векторів двовимірного векторного простору, який породжує розширену пряму . Система векторів , , є узгодженою відносно репера , тому що . Невласна точка  прямої  породжується, наприклад, вектором , тому її координати визначаються рівністю . Таким чином, маємо .




Задача. На розширеній прямій  задано проєктивний репер . Побудувати точку  у цьому репері.













Розв’язання. Виберемо поза прямою  довільну точку  і з’єднаємо її з точками . Побудуємо на цих прямих вектори  з початком  такі, що . Згідно означення маємо систему векторів, узгоджену відносно заданого проєктивного репера . Далі побудуємо вектор  такий, що . Пряма, яка проходить через точку  і містить вектор , перетинає пряму  в шуканій точці .
[image: ]








Означення. Якщо  – чотири точки однієї прямої  та , , то число  називається подвійним (складним) відношенням чотирьох точок й позначається .





Отже, . Точки  та  називаються базисними, точки  та  тими, що ділять.




Властивості подвійного відношення:





1.Для будь-яких трьох різних точок  проєктивної прямої й довільного дійсного числа  існує єдина точка  цієї прямої така, що .



2. ==.



3. ==.
4. Подвійне відношення чотирьох точок прямої не залежить від вибору проєктивної системи координат.

Означення. Повним чотиривершинником називається фігура, яка утворена чотирма точками загального положення й шістьма прямими, яким попарно належать ці точки. 
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На рисунку зображено повний чотиривершинник  з трьома парами , ,  протилежних сторін, точки перетину яких називаються діагональними точками (на рисунку точки  діагональні). Прямі , які з’єднують діагональні точки попарно називаються діагоналями повного чотиривершинника (на рисунку діагоналі не зображені).

Теорема. На кожній діагоналі повного чотиривершинника є гармонічна четвірка точок, утворена двома діагональними точками і точками перетину цієї діагоналі зі сторонами, які проходять через третю діагональну точку. 
Цю властивість називають гармонічною властивістю повного чотиривершника.

Наслідок. На кожній стороні повного чотиривершинника є гармонічна четвірка точок, утворена парою вершин, діагональною точкою і точкою перетину цієї сторони з діагоналлю, яка проходить через дві інші діагональні точки. 
Використовуючи гармонічну властивість повного чотиривершинника, можна будувати на заданій прямій точку, яка є четвертою гармонічною до трьох заданих точок цієї прямої. За однією з властивостей подвійного відношення для трьох точок прямої, заданих в певному порядку, існує єдина гармонічна для них точка.



Якщо  – задані точки, то четверту гармонічну до них точку  отримаємо, якщо побудуємо послідовно прямі .
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Афінна геометрія з проєктивної точки зору. Проєктивно-афінна площина та основні афінні інваріанти

Відому нам з аналітичної геометрії афінну геометрію можна розглядати як частинний випадок проєктивної геометрії, тому що група афінних перетворень є підгрупою групи проєктивних перетворень. Нагадаємо, що проєктивну площину можна отримати із звичайної афінної площини, доповнюючи її однією прямою – невласною прямою. Ми називали таку проєктивну площину розширеною площиною. Тепер перед нами стоїть обернена задача – отримати афінну площину із проєктивної. Для цього із проєктивної площини не вирізають пряму, як природно було б запропонувати, а фіксують одну пряму й називають її невласною прямою. Така несподівана пропозиція відображається й на термінології, в якій весь час буде підкреслюватися той факт, що ми залишаємось на проєктивній площині, але тепер не вважаємо рівноправними всі точки та всі прямі цієї площини.


Означення. Проєктивна площина називається проєктивно-афінною площиною, якщо на ній фіксована деяка пряма , яка називається невласною прямою.
Означення. Проєктивні перетворення проєктивної площини  називаються проєктивно-афінними перетвореннями проєктивно-афінної площини, якщо кожне з них відображає невласну пряму на себе.

Теорема. Будь-яке проєктивно-афінне перетворення кожну власну точку проєктивно-афінної площини відображає на власну точку цієї ж площини.


Зауваження. Обмеження проєктивно-афінного перетворення на множину власних точок буде звичайним афінним перетворенням, яке в афінних координатах запишеться формулами  відомими з аналітичної геометрії.


Означення. Дві прямі проєктивно-афінної площини називаються паралельними, якщо вони перетинаються на невласній прямій .








Одним із головних інваріантів афінної геометрії є просте відношення трьох точок однієї прямої. Так називається число . Нехай на проєктивно-афінній площині пряма, якій належать власні точки , перетинає невласну пряму  в точці . Якщо систему координат вибрано так, що рівняння прямої  має вигляд , то .




Означення. Простим відношенням трьох точок  прямої на проєктивно-афінній площині називається подвійне відношення , де четверта точка є точкою перетину цієї прямої з прямою .



З цього означення випливає, що просте відношення трьох точок прямої В частинному випадку, коли точка  є серединою відрізка  прямої на проєктивно-афінній прямій, то .

Обґрунтуємо той факт, що при зображенні плоскої фігури методом центрального проєктування після довільно вибраних чотирьох точок загального положення (чотиривершинника), які входять складу плоскої фігури будь-яку іншу точку цієї плоскої фігури можна побудувати однозначно.






Нехай  – оригінал,  – зображення. Позначимо  – діагональні точки читиривершинника , й  – відповідні діагональні точки чотиривершинника .
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Нехай  – ще одна точка оригіналу. Пряма  перетинає прямі  відповідно в точках . Зображення цих точок цілком визначені подвійними відношеннями, які як в оригіналі так й на зображенні повинні бути однаковими, тобто рівності ,  дозволяють побудувати точки  відповідно. Положення точки  в свою чергу визначається рівністю  подвійних відношень. Зауважимо, що замість пари точок  можна використати пару  або пару .
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