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РЕФЕРАТ


Кваліфікаційна робота магістра: «Дослідження властивостей кривих постійної ширини», 63 стор.,16 джерел.
БАГАТОКУТНИКИ РЕЛО, ГЕОМЕТРИЧНІ ВЛАСТИВОСТІ, ДВИГУН ВАНКЕЛЯ, КОЛЕСА ПОСТІЙНОЇ ШИРИНИ, КРИВА ПОСТІЙНОЇ ШИРИНИ, КУЛАЧКОВИЙ МЕХАНІЗМ, МЕТРИЧНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ, СВЕРДЛІННЯ КВАДРАТНИХ ОТВОРІВ, ТРИКУТНИК РЕЛО.
Об’єкт дослідження - криві постійної ширини 
Мета роботи - дослідження геометричних і метричних характеристик кривої постійної ширини, розробка алгоритмів для їх побудови та аналіз їх практичного застосування.
Метод дослідження: геометричний аналіз, математичне моделювання, чисельні експерименти.
У роботі проведено аналіз історичного розвитку теорії кривих постійної ширини, відображаючи їх основні властивості та математичний апарат для їх вивчення. Описано класичні приклади, зокрема трикутник Рело та багатокутники Рело, і розроблено алгоритми для їх побудови за допомогою програмного забезпечення.
Особливу увагу приділено таким продуктам кривої постійної ширини в техніці та інженерії, як свердління квадратних отворів, кулачкових механізмів і колеса постійної ширини. У практичній частині виконано порівняння різних конструкцій коліс постійної ширини, визначено їх переваги й недоліки для різних сценаріїв використання.
Перспективи подальших досліджень, пов'язані з оптимізацією параметрів кривої постійної ширини та розширенням їх застосування в інженерії та дизайні.


SUMMARY


Master's Qualification Theses «Study of the Properties of Constant Width Curves» 63 pages, 16 references.
REULEAUX POLYGONS, GEOMETRIC PROPERTIES, WANKEL ENGINE, WHEELS OF CONSTANT WIDTH, CONSTANT WIDTH CURVE, CAM MECHANISM, METRIC CHARACTERISTICS, DRILLING SQUARE HOLES, REULEAUX TRIANGLE
The object of the study is a constant width curves.
The aim of the study is to investigate the geometric and metric characteristics of constant width curves, to develop algorithms for their construction, and to analyze their practical applications. 
The methods of research are geometric analysis, mathematical modeling, and numerical experiments. 
The qualification paper examines the historical development of the theory of constant-width curves, outlining their fundamental properties and the mathematical tools used for their analysis. It presents classical examples, including the Reuleaux triangle and Reuleaux polygons, and develops algorithms for their construction through software applications. 
Particular attention is paid to such products of the constant width curve in technology and engineering as drilling square holes, cam mechanisms, and constant width wheels. The practical part of the paper compares different designs of constant width wheels and identifies their advantages and disadvantages for different application scenarios.
Prospects for further research related to optimising the parameters of the constant width curve and expanding their application in engineering and design are discussed.
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ВСТУП


Криві постійної ширини мають довгу і цікаву історію, яка пов’язана з розвитком геометрії, механіки та математики. Однією з перших відомих кривих постійної ширини є трикутник Рело, названий на честь французького інженера Франсуа Рело. Його роботи стосувалися вивчення механічних пристроїв, і саме в цьому контексті він досліджував властивості кривих постійної ширини. Однак виявлення цих фігур відбулося ще задовго до його досліджень.
Перші математичні дослідження, що стосуються кривих постійної ширини, проводилися в 18 столітті. Відомий математик Леонард Ейлер був одним із перших, хто зосередився на вивченні кривих, для яких властивість постійної ширини не обмежується лише колом. У своїх роботах Ейлер досліджував питання варіаційних задач, зокрема, розв'язування задач на мінімум і максимум площі, що оточують дані криві. Це питання було важливим для розвитку геометрії, ідеї яких активно застосовувалися у фізиці та механіці того часу.
Ейлер вперше систематично дослідив нетривіальні приклади кривих постійної ширини, які включали не лише коло, а й інші геометричні фігури. Він звертав увагу на трикутник Рело, який, хоча і має трикутну форму, зберігає властивість постійної ширини. Робота Ейлера в цій області заклала основу для подальших досліджень у геометрії фігур постійної ширини, а також знайшла застосування в таких областях, як теорія коліс, механізми для свердління та оптимізаційні задачі.
Ейлер досліджував варіаційне числення та інші математичні методи, що дозволяли досліджувати поведінку таких кривих у різних умовах. Його праці вплинули на розвиток математичної теорії кривих і розширили розуміння таких фігур у загальному контексті оптимізації та геометричної теорії. Математичний підхід Ейлера до задач, пов'язаних із кривими постійної ширини, є важливим кроком у розвитку сучасної диференціальної геометрії та прикладної математики.
Наукове значення кривих постійної ширини стало значно зрозумілішим після робіт Германа Мінковського наприкінці 19 століття. Він досліджував геометричні тіла і форми, розробив нові математичні методи для опису цих фігур та їх властивостей. Мінковський розглядав ці фігури як частину ширшої галузі геометрії чисел і метричних просторів.
Однією з основних ідей Мінковського була концепція "мінковської геометрії", яка описує простір-час як чотиривимірну структуру. У цій геометрії фігури постійної ширини відображаються у формі гіперповерхонь, що розширює традиційні уявлення про ширину в геометрії. Це стало основою для подальшого розвитку теорії відносності та сучасної фізики, відкриваючи нові перспективи в аналізі форм і властивостей об'єктів у багатовимірному просторі.
Французький математик Жак Адамар у своїх роботах з варіаційного числення також досліджував криві постійної ширини, аналізуючи їх у контексті задач на знаходження фігур із певними властивостями. Він зосереджувався на проблемі мінімізації площі фігур із фіксованим периметром, що є класичним прикладом в оптимізації.
Адамар вивчав, як форма впливає на площу, та шукав умови, за яких певні геометричні фігури можуть бути найбільш ефективними у використанні матеріалів або в досягненні певних функціональних цілей. Ці дослідження були важливими для розвитку теорії оптимальних форм, де криві постійної ширини відігравали значну роль.
У 20 столітті вивчення кривих постійної ширини продовжувало розвиватися, зокрема, у контексті інженерії та фізики. Ці фігури почали широко використовуватися в механічних пристроях, особливо в роликових підшипниках і зубчастих механізмах, де важливо, щоб контактні поверхні мали постійну ширину для зменшення тертя та підвищення ефективності.
Крім того, криві постійної ширини привернули увагу математиків завдяки їхнім цікавим властивостям у сфері диференціальної геометрії, зокрема у вивченні кривин та метричних характеристик. Розвиток комп'ютерних технологій також сприяв більш глибокому дослідженню цих кривих, дозволяючи математичним моделям розглядати складні взаємозв'язки між формою і функцією.
Таким чином, криві постійної ширини пройшли шлях еволюції від простих інженерних інструментів до об'єктів глибокого математичного дослідження, що продовжує надихати нові відкриття та дослідження в багатьох галузях науки та техніки.


1 ПОНЯТТЯ, ПРИКЛАДИ І ВЛАСТИВОСТІ КРИВИХ ПОСТІЙНОЇ ШИРИНИ


1.1 Означення і властивості кривих постійної ширини

Крива постійної ширини – це плоска замкнена опукла крива, для якої відстань між двома паралельними дотичними завжди залишається сталою незалежно від напрямку. Цю сталу відстань називають шириною кривої і позначають як . Таким чином, крива постійної ширини задовольняє умову рівності відстані між дотичними для будь-якого напряму. Цікаво, що ця властивість не обов'язково обмежується лише ідеально симетричними кривими, такими як коло, але також поширюється на низку інших кривих складної форми. [1],[3],[5],[4]
Важливо зауважити, що для таких кривих діаметр і ширина збігаються. Це означає, що найбільша відстань між двома точками на кривій – це також її ширина. Одна з важливих особливостей цієї властивості полягає у тому, що вона дозволяє використовувати криві постійної ширини для створення об’єктів з передбачуваними та постійними геометричними характеристиками. Наприклад, це корисно в інженерних і механічних системах, де важлива симетричність руху або передбачуваність геометричних параметрів.
Окрім класичного прикладу кола, існують численні інші фігури, що мають властивість постійної ширини. Одним із найвідоміших є трикутник Рело – крива, утворена трьома дугами кіл однакового радіуса, які з’єднують вершини рівностороннього трикутника. Трикутник Рело є найпростішою нерегулярною кривою постійної ширини, його властивості використовують у багатьох інженерних задачах, зокрема при проєктуванні механізмів, що мають обертатися без зміни ширини.[4],[10],[12]
Однак трикутник Рело – лише один з безлічі прикладів кривих постійної ширини. Є й інші багатокутні криві постійної ширини, які будуються шляхом комбінування дуг різних радіусів або використання математичних функцій, що забезпечують сталість ширини. Приклади таких кривих зображені на рис. 1.1. Деякі з цих кривих можуть бути утворені за допомогою поступового згладжування вершин опуклих багатокутників. Такі криві можуть бути використані у комп'ютерному моделюванні та алгоритмічних методах, що розширює можливості їх практичного застосування, зокрема у сфері оптимізації геометричних параметрів.

[image: C:\Users\Polianskiy\Desktop\444px-Reuleaux_polygons.svg.png]
Рисунок 1.1 – Рисунок кривих постійної ширини

Розглянемо властивості кривих постійної ширини.
· довжина кривої постійної ширини α дорівнює π×α (теорема Барб'є);
· центри вписаного та описаного кіл в криву постійної ширини збігаються, а сума їх радіусів дорівнює ширині кривої;
· фігура постійної ширини α може обертатися в квадраті зі стороною α, весь час торкаючись кожної зі сторін;
· серед усіх фігур даної постійної ширини трикутник Рело має найменшу площу, а коло – найбільшу;
· будь-яку плоску фігуру діаметра α можна накрити фігурою постійної ширини α.
Фігури постійної ширини можна визначити як опуклі фігури, здатні обертатися всередині квадрата, одночасно торкаючись всіх його сторін. Можна також розглядати фігури, здатні обертатися, торкаючись всіх сторін деякого n‑кутника, наприклад, правильного n‑кутника. Такі фігури називаються роторами. Наприклад, двокутник, утворений перетином двох однакових кіл з кутом при вершині рівним , є ротором рівностороннього трикутника. Свердлом такої форми в принципі можна було б свердлити трикутні отвори без згладжених кутів. [3],[5],[2],[4]


1.2 Класичні приклади: коло та трикутник Рело

Коло є найпростішою та найвідомішою кривою постійної ширини. Усі точки кола рівновіддалені від його центру, і відстань між двома паралельними дотичними до кола завжди дорівнює його діаметру, незалежно від вибраного напрямку. Це робить коло ідеальним прикладом кривої постійної ширини.
Коло вирізняється абсолютною симетрією та регулярністю, що робить його основною моделлю для багатьох теоретичних і практичних задач. Зокрема, його використання часто зустрічається в інженерії та механіці – колеса, механічні компоненти і навіть деякі дизайнерські рішення засновані на цій простій, але універсальній формі. Його геометрична простота та стабільність роблять коло найбільш вивченим прикладом кривої постійної ширини, яке знаходить застосування в наукових дослідженнях, включаючи задачі обертання та прокатки, а також у конструюванні точних механізмів.
Трикутник Рело (англ. Reuleaux triangle) ‑ плоска опукла геометрична фігура, найпростіша після кола фігура постійної ширини. Утворюється перетином трьох однакових кіл з радіусом  і центрами, розміщеними у вершинах рівностороннього трикутника зі стороною , де  ‑ число, яке називають шириною отриманої фігури.[10],[6],[4],[12]
Трикутник Рело обмежує негладка замкнута опукла крива, яка носить таку ж назву. Вона походить від прізвища німецького механіка Франца Рело, який першим продемонстрував постійність ширини цієї фігури і використовував її у своїх механізмах.
Серед інших фігур постійної ширини трикутник Рело виділяє низка його граничних властивостей – найменша площа, найменший можливий кут при вершині, найбільша асиметричність щодо центру. Також трикутник набув поширення в техніці – на його основі були створені кулачкові та грейферні механізми, роторний двигун Ванкеля, і навіть дрилі, що дозволяють свердлити квадратні отвори.
Якщо ширина трикутника Рело дорівнює , то його площа дорівнює



Периметр



Радіус вписаного кола



І радіус описаного кола


Трикутник Рело має осьову симетрією. Він має три осі симетрії другого порядку, кожна з яких проходить через вершину трикутника і середину протилежної дуги, а також одну вісь симетрії третього порядку, що перпендикулярна площині трикутника і проходить через його центр. Таким чином, група симетрій трикутника Рело складається з шести відображень (включаючи тотожне) і збігається з групою  симетрій правильного трикутника. [10],[6],[4],[12]
Трикутник Рело можна побудувати за допомогою одного лише циркуля, не користуючись лінійкою. Ця побудова зводиться до послідовного проведення трьох рівних кіл. Центр першого можна обрати довільно, центром другого може бути будь-яка точка першого кола, а центром третьої ‑ будь-яка з двох точок перетину перших двох кіл.
Серед усіх фігур постійної ширини  трикутник Рело має найменшу площу. Це твердження має назву теореми Бляшке – Лебега (на честь німецького геометра Вільгельма Бляшке, котрий опублікував теорему у 1915 році, і французького математика Анрі Лебега, який сформулював її у 1914 році). У різний час варіанти її доведення пропонували Мацусабуро Фудзівара (1927 та 1931 рік), Антон Майєр (1935 рік), Гарольд Егглстон (1952 рік), Абрам Безикович (1963 рік), Дональд Шакеріан (1966 рік), Еванс Харрелл (2002 рік  та інші математики. [10],[6],[4],[12]
Визначити площу трикутника Рело можна додаванням до площі внутрішнього рівностороннього трикутника



площ трьох однакових кругових сегментів, що спираються на кут у 60°


Тоді площа трикутника Рело становить



Фігура, що має протилежну граничну властивість – круг. Серед усіх фігур заданої постійної ширини його площа



є максимальною. Однак площа відповідного трикутника Рело менша лише на 10,27%. В цих незначних межах лежать площі усіх решти фігур сталої ширини.
Через кожну вершину трикутника Рело, на відміну від інших його граничних точок, проходить не одна опорна пряма, а нескінченна множина опорних прямих. Перетинаючись у вершині, вони утворюють «пучок». Кут між крайніми прямими цього «пучка» називається кутом біля вершини. Для фігур постійної ширини кут біля вершин не може бути менше 120°. Єдина фігура постійної ширини, що має кути, рівні в точності 120°— це трикутник Рело. [10],[6],[4],[12]
З усіх фігур сталої ширини трикутник Рело має центральну симетрію у мінімальній мірі. Для того, щоб дати кількісну оцінку його симетричності, можна скористатись різними методами. Один з них – це міра Ковнера – Безиковича. У загальному випадку для опуклої фігури  вона дорівнює


де  – площа фігури,  – центрально-симетрична опукла фігура максимальної площі, що міститься у фігурі .
Для трикутника Рело такою фігурою є шестикутник з викривленими сторонами, що отримується перетином цього трикутника Рело із своїм образом при центральній симетрії відносно свого центра. Міра Ковнера – Безиковича для трикутника Рело дорівнює



Інший метод – це міра Естерманна



де  – центрально-симетрична фігура мінімальної площі, що містить .
Для трикутника Рело  – це правильний шестикутник, тому міра Естерманна дорівнює



для центрально-симетричних фігур міри Ковнера – Безиковича і Естерманна дорівнюють одиниці. Серед фігур сталої ширини центральну симетрію має лише коло, яке (разом з трикутником Рело) і обмежує спектр можливих значень їх симетричності. [10],[6],[4],[12]
Нехай фігура сталої ширини вписана у квадрат зі стороною, рівною ширині фігури, причому напрямок сторін квадрата може бути вибрано довільно. Ця властивість повністю характеризує фігури постійної ширини. Іншими словами, довільна фігура, навколо якої можна «обертати» описаний квадрат, буде фігурою сталої ширини. Трикутник Рело – не виняток, він вписаний у квадрат і може обертатися у ньому, постійно торкаючись усіх чотирьох сторін. Кожна вершина трикутника при його обертанні «проходить» майже весь периметр квадрата, відхиляючись від цієї траєкторії лише в кутах – там вершина описує дугу еліпса. Центр цього еліпса розташований в протилежному куті квадрата, а його велика та мала осі повернені на кут в 45° відносно сторін квадрата і рівні



де  – ширина трикутника.
Кожний з чотирьох еліпсів торкається до двох суміжних сторін квадрата на відстані



від кута.
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Рисунок 1.2
На рис 1.2 зображен еліпс (позначений червоним кольором), що окреслює один з кутів фігур (її межу виділено чорним кольором), який покриває трикутник Рело при обертанні в квадраті
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Рисунок 1.3

На рис 1.3 зображен кут, що покривається обертанням фігури. Підписані точки дотику сторін квадрата з еліпсом.



Світло-жовтим кольором показано не покритий при обертанні кут квадрата
Центр трикутника Рело при обертанні рухається траєкторією, що складається з чотирьох однакових дуг еліпсів. Центри цих еліпсів розташовані у вершинах квадрата, а осі повернуті на кут в 45° відносно сторін квадрата і дорівнюють



На рис 1.4 зображено еліпс (виділений червоним кольором), що окреслює чверть кривої, по якій рухається центр трикутника Рело при обертанні в квадраті
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Рисунок 1.4
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Рисунок 1.5

Траєкторія центру трикутника Рело (див. рис. 1.5) при обертанні в квадраті. Виділено точки спряження чотирьох дуг еліпсів. Для порівняння показано коло (синім кольором), що проведене через ці ж чотири точки.
Площа кожного з чотирьох не покритих обертанням кутків дорівнює



і, віднявши їх від площі квадрата, можна отримати площу фігури, яку утворює трикутник Рело при обертанні у ньому



Різниця з площею квадрата складає всього близько 1,2%, тому на основі трикутника Рело створюють свердла, які дозволяють отримувати практично квадратні отвори.




1.3 Побудова трикутника Рело засобами математичного пакету Maple

Побудова трикутника Рело в програмі Maple (див. рис. 1.6, 1.8). Ця програма дозволяє побудувати графіки задані аналітично, у явному або неявному вигляді (див. рис. 1.7, 1.9). 
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Рисунок 1.6 – Код створення трикутника Рело
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Рисунок 1.7 – Трикутник Рело побудований за
 допомогою програми Mаple
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Рисунок 1.8 – Реалізація побудови трикутника Рело з траєкторією що описується центром трикутника при коченні по квадрату
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Рисунок 1.9 ‑ Трикутник Рело з траєкторією що описується центром трикутника при коченні по квадрату


1.4 Багатокутники Рело

Багатокутники Рело представляють собою загальний клас кривих постійної ширини, які мають більше сторін, ніж трикутник Рело. Вони можуть мати від чотирьох до багатьох сторін, причому їхні сторони є дугами кіл. Такі фігури зберігають основну властивість трикутника Рело – сталість ширини, тобто відстань між двома паралельними прямими, які дотикаються до кривої з протилежних сторін, залишається однаковою незалежно від орієнтації багатокутника.[2],[4],[6]
Основною характеристикою багатокутників Рело є те, що з більшою кількістю сторін вони наближаються до форми кола. Проте, на відміну від ідеального кола, ці багатокутники складаються з декількох дуг, що створює характерну "полігональність". Кожна дуга є частиною кола, і їх поєднання формує замкнуту фігуру постійної ширини. Наприклад, багатокутники Рело можуть бути п'ятикутниками, шестикутниками або навіть з більшою кількістю сторін, кожна з яких утворюється відповідною дугою. [2],[4],[6]
Як і всі криві постійної ширини, багатокутники Рело володіють унікальними властивостями, зокрема сталістю ширини у всіх напрямках. Це означає, що незалежно від того, як багатокутник Рело повертається, його ширина між двома протилежними точками залишається незмінною. Ця властивість робить багатокутники Рело особливо корисними у механіці та інженерії, оскільки вони забезпечують рівномірний обертальний рух без зміни ширини. [2],[4],[6]
Однією з ключових властивостей багатокутників Рело є те, що вони мають більший периметр, ніж коло з тією ж шириною. Це означає, що, порівняно з колом, багатокутники Рело є менш ефективними у максимізації площі для даного периметра. Проте така особливість робить їх цікавими для спеціальних механічних задач, наприклад, у роликових механізмах або пристроях для свердління квадратних отворів. [2],[4],[6]
Математично багатокутники Рело описуються через їхні дугові сегменти, радіуси та кути між дугами. Їхню площу можна обчислювати за допомогою спеціальних формул, що включають радіуси дуг та кути між ними. Наприклад, п'ятикутник Рело може бути розбитий на п'ять частин, кожна з яких є сегментом кола, і їх сума дає площу всієї фігури.
У практиці багатокутники Рело використовуються в техніці та інженерії, особливо в механічних системах, де потрібно забезпечити постійну ширину при обертанні. Вони застосовуються у конструкції валів, зубчастих передач та інших механізмів, які вимагають рівномірного обертання. Наприклад, багатокутники Рело використовуються в проектуванні спеціальних інструментів, таких як свердла для створення квадратних отворів або профільованих механізмів, що потребують незмінної ширини при русі. [2],[4],[6]

1.5 Інші нетривіальні криві постійної ширини

Крім багатокутників Рело і кіл, існують інші, менш інтуїтивні криві постійної ширини. Нетипові приклади включають криві Дарбу та інші спеціальні фігури, що мають складну геометричну будову. Вони не є простими багатокутниками або колами, але їхня основна властивість – сталість ширини – залишається незмінною.
Однією з цікавих кривих є криві постійної ширини, побудовані на основі фрактальних або ітераційних процесів. Такі криві можуть мати надзвичайно складну геометричну структуру, але зберігають сталість ширини на будь-якому масштабі. Їх важко описати простими формулами, але вони знаходять застосування в комп'ютерній графіці та моделюванні складних фізичних систем. [2],[4],[6]
Складніші форми кривих постійної ширини можуть бути побудовані шляхом комбінування декількох різних сегментів або через ітеративні геометричні побудови. Наприклад, шляхом застосування теорії сплайнів або інших математичних методів можна створювати складні криві, які залишаються кривими постійної ширини, але мають більше деталей та особливостей порівняно з класичними багатокутниками Рело або колами.
Більш складні криві постійної ширини також можуть бути застосовані для вирішення задач оптимізації, де необхідно зберегти сталість ширини при мінімізації або максимізації інших параметрів, таких як площа, периметр або кількість сегментів, з яких складається крива.
Застосування кривих постійної ширини у техніці є різноманітним і включає використання у механізмах, що вимагають рівномірного обертання або фіксованої ширини. Такі механізми можуть бути використані в автомобілебудуванні, зокрема у диференціалах, де потрібна сталість ширини при обертанні коліс.
У сучасній геометрії криві постійної ширини застосовуються для моделювання опуклих фігур, що знаходять застосування в проектуванні будівель та інших архітектурних об'єктів. Наприклад, архітектори використовують ці криві для створення структур, які потребують рівномірного розподілу навантаження або мають певні оптичні властивості.


1.6 Порівняння різних кривих постійної ширини

Коло є найпростішою і найбільш симетричною кривою постійної ширини. Воно має однакову ширину в усіх напрямках, максимальну гладкість і симетрію. Ці властивості роблять коло найефективнішою фігурою з точки зору максимізації площі при заданій ширині. Однак у деяких задачах, де важлива не лише симетрія, але й наявність кутів або сегментів, багатокутники Рело можуть бути більш корисними.
Трикутник Рело має три сегменти дуг, і він є найпростішою формою кривої постійної ширини з кутами. Ці кути роблять його менш гладким і симетричним порівняно з колом, але він все одно зберігає сталість ширини. Багатокутники Рело з більшою кількістю сторін ближче до кола за формою, але зберігають кутові точки, що дозволяє використовувати їх у спеціалізованих механічних застосуваннях.
Ефективність кожної з цих фігур залежить від конкретної задачі. Коло є найкращим вибором, коли важлива симетрія і гладкість, наприклад, у проектуванні коліс або оптичних приладів. Трикутник Рело і багатокутники Рело використовуються в механізмах, де необхідно зберігати сталість ширини, але при цьому важливі кути та сегменти, які забезпечують унікальні механічні властивості.
Трикутник Рело, завдяки своїм кутам, може забезпечити краще зчеплення в деяких механічних системах, у той час як коло є більш придатним для задач, де потрібна мінімізація тертя. Багатокутники Рело з більшою кількістю сторін комбінують переваги обох підходів, надаючи як кути, так і відносну гладкість.
Геометричні характеристики, такі як кількість сегментів, кути між дугами та їх радіуси, впливають на застосування кожної з кривих. Коло ідеально підходить для задач, де важливі гладкість і симетрія, тоді як багатокутники Рело забезпечують унікальне поєднання кутів і сталість ширини. Трикутник Рело, маючи найменшу кількість сторін, є найменш гладким, але більш практичним у задачах, що вимагають кутових точок або спеціальних механічних властивостей.

1.7 Теоретичні основи і математичний апарат для дослідження кривих постійної ширини

Криві постійної ширини є важливим об’єктом вивчення в геометрії завдяки своїм унікальним властивостям, які знаходять застосування в різних сферах науки та техніки. Основна властивість таких кривих полягає в тому, що відстань між двома паралельними дотичними до кривої є однаковою для будь-якого напрямку. Це дозволяє розглядати криві постійної ширини як природне розширення кола, проте з більш складною геометрією.
Параметричні рівняння є одним з основних інструментів для опису кривих постійної ширини. Кожна така крива може бути виражена через параметричні координати (), де  – параметр, що варіюється по колу. Цей підхід дозволяє точніше моделювати форму кривої та знаходити важливі геометричні характеристики, такі як радіус кривизни та опорні функції. [12],[5][4][2]
Опорна функція  для кривих постійної ширини описує відстань від центру до дотичної в напрямку кута . Вона є корисним інструментом для вивчення властивостей кривих, оскільки допомагає визначити їх симетрію, гладкість та інші характеристики. Використання опорних функцій є особливо важливим у контексті обчислення площі та периметра таких кривих.
Криві постійної ширини можуть бути задані аналітично через функцію опори , яка залежить від параметра . Наприклад, загальна форма такої кривої може бути описана системою параметричних рівнянь:



де  – це опорна функція, що описує форму кривої, а  – її похідна, яка забезпечує гладкість кривої на окремих ділянках. [1][7]
Серед інших методів можна виділити аналітичні побудови кривих постійної ширини, які описуються складними рівняннями. Це дозволяє досліджувати властивості цих кривих більш глибоко і розробляти нові моделі, які знаходять застосування у технічних і наукових галузях.
Диференціальна геометрія надає потужний інструментарій для аналізу кривих постійної ширини. За допомогою диференціальної геометрії можна дослідити такі властивості кривих, як гладкість, симетрія, кривизна та інші локальні характеристики. Вивчення радіусу кривизни та його зміни вздовж кривої допомагає визначити поведінку кривих постійної ширини при різних умовах.
Окрім цього, важливою є можливість використання методів диференціальної геометрії для аналізу загальних метричних властивостей кривих постійної ширини. Це допомагає розширити розуміння їх геометричних властивостей у різних контекстах.
Також для дослідження кривих постійної ширини використовуються такі методи, як варіаційне числення, яке дозволяє знаходити екстремуми функціоналів і розв'язувати задачі мінімізації або максимізації для таких кривих. Це важливо для вивчення питань оптимізації, зокрема, мінімальної площі фігур з фіксованою шириною, що є важливою задачею в задачах інженерії та дизайну.


















2. ДОСЛІДЖЕННЯ ДЕЯКИХ ВЛАСТИВОСТЕЙ ТРИКУТНИКА ТА П’ЯТИКУТНИКА РЕЛО

Дослідимо властивості трикутників та п’ятикутників Рело. Деякі з цих властивостей поширюються й на n-кутники постійної ширини.
Властивість 1. Для трикутника Рело ширини :
1. Кут, утворений дотичними до сторін в вершинах трикутника, дорівнює .

[image: ]
Розглянемо коло  – дотична до даного кола, точка В – точка дотику.
Кут – за властивістю дотичної.
Кут  АВС – рівносторонній. Отже, кут  Аналогічно, кут . Кут .
Відповідь: .

2. Радіуси вписаного кола дорівнює , а радіус описанного кола – .
[image: ]
Радіус описаного кола знаходимо як радіус кола, описаного біля правильного трикутника .




Відповідь:, 

3. Площа трикутника Рело з заданою шириною a дорівнює 
[image: ]
Визначити площу трикутника Рело можна відніманням від потрійної площі сектора трикутника з центром в будь-якій вершині трикутника Рело з центральним кутом  подвоєної площі рівностороннього трикутника АВС. Тоді площа трикутника Рело становить:

Відповідь: 

Властивість 2. Для п’ятикутника Рело ширини :
1. Периметр дорівнює .
2. Кут, утворенний дотичними до сторін в вершинах п’ятикутника, дорівнює 
[image: ]
Кут  – за властивістю дотичної;
  - кут правильного п’ятикутника );



Відповідь: .

Властивість 3. Якщо п’ятикутник та трикутник Рело мають однакову ширину , то вони побудовані на лінійному п’ятикутнику і лінійному трикутнику з різними радіусами описаних навколо них кіл, причому радіус описаного навколо трикутника кола більший.
Відомо для трикутника Рело щирина  дорівнює стороні  лінійного трикутника. 
Тому радіус описаного кола дорівнює 
В випадку п’ятикутника Рело має місце рівність , , де  – сторона лінійного п’ятикутника Рело. Звідки 
Для порівняння знайдено відношення , яке виявилось більше одиниці. Що і треба було довести.

Властивість 4. Периметр всіх n-кутників постійної ширини  однаковий і дорівнює .

	Ця властивість відома як теорема Барб’є. Існують різні доведення цієї теореми, наприклад засобами випуклої геометрії. Доведемо її засобами елементарної математики
[image: ]
Кут ,  – як кут, вписаний в коло з центром O
Кут  – половина від кута BAC
a – сторона відповідного лінійного многокутника 
З трикутника ABD: 
З трикутника OBD: 

Де , -сторона -кутника Рело 
, 

Що і треба було довести.
Властивість 5. Площа n-кутника Рело ширини  обчислюється по формулі 

Отримаємо цю формулу, як суму площ відповідного лінійного многокутника та  площ сегментів 





	Для перевірки порівняємо з відомою формулою площі для трикутника Рело. В цьому випадку .


Отримали відому формулу.

Дослідемо можливість та доцільність використання трикутника та п’ятикутника Рело в якості коліс.
Розглянемо три типи коліс:
1. Круглі з діаметром від 12 до 29 дюймів.
2. Трикутні (у формі трикутника Рело) з еквівалентним діаметром.
3. П’ятикутні (у формі п’ятикутника Рело) з еквівалентним діаметром.
Для кожного типу колеса враховуються умови:
· Колеса котяться по плоскій горизонтальній поверхні.
· Еквівалентний діаметр d визначається як максимальна ширина колеса.
· Порівняння проводиться за плавністю руху і енергоефективністю.
Сценарії:
1. Фіксована вісь
Колеса прикріплені до осі, що перебуває на постійній висоті над поверхнею.
2. Метод кочення по квадрату (див. рис. 3.1)
Для трикутного та п’ятикутного коліс використовується механізм, що дозволяє колесу котитися вздовж сторін квадрата.
Для цього використовується двоколісний механізм (два трикутних колеса) або два п’ятикутних з механізмом кочення по квадрату трикутника Рело.

[image: ]
Рисунок 2.1 – схема механізму кочення по квадрату для колеса в формі трикутника Рело
	
	
	12
	14
	16
	18
	20
	24
	26
	27.5
	28
	29

	
	Плавність руху
	6
	7
	8
	9
	10
	12
	13
	13.75
	14
	14,5

	Трикутник Рело з фіксованою віссю
	
	1.6
	1.87
	2.14
	2.41
	2.67
	3.21
	3.48
	3,68
	3,75
	3,88

	Трикутник Рело з механізмом кочення по квадрату:
	
	0.8
	0,93
	1,07
	1,2
	1,33
	1,6
	1,74
	1,84
	1,87
	1,94

	П’ятикутник Рело з фіксованою віссю
	
	2.4
	2.8
	3.29
	3.7
	4.12
	4.94
	5.3
	5.6
	5.7
	5.9

	П’ятикутник Рело з механізмом кочення по квадрату трикутника Рело
	
	1.23
	1.44
	1.64
	1.85
	2.06
	2.47
	2.67
	2.83
	2.88
	2.98



1. Порівняння за стабільністю руху:
Трикутне колесо
· Механізм з фіксованою віссю: Трикутне колесо має меншу кількість точок контакту, що дає йому менш стабільний рух через більші коливання в результаті меншої кількості сторін.
· Механізм з рухомою віссю: Стабільність дещо покращується завдяки тому, що механізм дозволяє уникнути різких змін у точках контакту, однак, через маленьку кількість сторін і відносно просту геометрію, стабільність все ще буде порівняно низькою.
П’ятикутне колесо
· Механізм з фіксованою віссю: П’ятикутне колесо має більше точок контакту і більше сторін, що дає йому вищу стабільність порівняно з трикутним колесом. Завдяки своїй більш складній геометрії, п’ятикутне колесо здатне краще зберігати рівновагу під час обертання.
· Механізм з рухомою віссю: Механізм з рухомою віссю також сприяє підвищеній стабільності завдяки більшій кількості точок контакту, але загалом п’ятикутне колесо буде стабільнішим через більшу симетрію, яка допомагає розподілити сили рівномірно.
Висновок щодо стабільності: Чим більше сторін у колесі, тим стабільніше воно в цілому. Тому п’ятикутне колесо буде стабільнішим за трикутне. Механізм з рухомою віссю може додатково покращити стабільність, але навіть без нього п’ятикутне колесо, завдяки більшій кількості точок контакту, буде мати кращу стабільність.
2. Порівняння за плавністю руху:
Трикутне колесо:
· Механізм з фіксованою віссю: Трикутне колесо з фіксованою віссю зазнає більш значних коливань, оскільки відсутність механізму не дозволяє знижувати амплітуду коливань. Рух буде менш плавним.
· Механізм з рухомою віссю: При використанні механізму з рухомою віссю рух буде значно плавнішим, оскільки механізм дозволяє уникати різких коливань, що є характерними для простих форм.
П’ятикутне колесо:
· Механізм з фіксованою віссю: П’ятикутне колесо має більшу кількість точок контакту, що зменшує амплітуду коливань, але рух все одно може бути менш плавним, ніж у трикутного колеса через складнішу геометрію.
· Механізм з рухомою віссю: Механізм з рухомою віссю ще більше покращить плавність руху п’ятикутного колеса, оскільки коливання стають більш контрольованими завдяки більшій кількості точок контакту та стабільності, яку забезпечує більша симетрія.
Висновок щодо плавності:
1. Трикутне колесо з механізмом буде мати найменшу амплітуду коливань і найплавніший рух, оскільки його форма дозволяє мінімізувати ці коливання.
2. П’ятикутне колесо з механізмом буде мати більші коливання через складнішу геометрію, але його стабільність компенсує ці коливання.
3. Трикутне колесо з фіксованою віссю буде менш плавним через більші коливання, що неможливо контролювати.
4. П’ятикутне колесо з фіксованою віссю також має більші коливання, але завдяки більшій кількості точок контакту, колесо буде стабільнішим
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3 ЗАСТОСУВАННЯ КРИВИХ ПОСТІЙНОЇ ШИРИНИ


3.1 Свердління квадратних отворів

[bookmark: _Hlk184503218][bookmark: _Hlk184485631]Свердло Ваттса (див. рис. 3.1) базується на складному інженерному рішенні, що дозволяє створювати отвори з геометричною формою, близькою до квадрата, використовуючи механізм обертання. Це можливо завдяки використанню профілю трикутника Рело, який є класичним прикладом кривої постійної ширини. Але для практичного застосування така форма потребує модифікацій: щоб ефективно відводити стружку та забезпечити стабільну роботу інструмента, у робочій частині свердла вирізано три напівеліптичні канавки. Це зменшує момент інерції, полегшує навантаження на шпиндель і підвищує ріжучу здатність інструмента. [4],[11]
Ключовим у конструкції є здатність свердла реалізовувати обертальний рух із можливістю одночасного ексцентричного переміщення. Це дає змогу створювати майже ідеальні квадратні отвори з високою точністю, що традиційно було важко досягти за допомогою звичайних інструментів. [4],[11]
Робоча частина свердла Ваттса складається з ріжучих елементів та спеціальних канавок для відводу стружки. Завдяки цим канавкам досягається баланс між стабільністю інструмента та ефективністю його роботи. Свердло виготовляється зі сталі У8, загартованої до твердості HRC 52–56, що робить його придатним для використання в умовах середнього навантаження. Для більш важких виробничих умов використовується легована сталь Х12 з твердістю HRC 56–60, що підвищує стійкість інструмента. [4],[11]
Більш складною є конструкція шпинделя-перехідника, яка включає такі елементи:
· Корпус, що забезпечує механічну підтримку;
· Зубчастий вінець для передачі обертального руху;
· Посадочне місце під основний шпиндель;
· Привідну шестерню;
· Основний шпиндель;
· Коливальну втулку, яка дозволяє реалізовувати ексцентричний рух.
У побутових фрезах для квадратних отворів застосовують накладні рамки, що з’єднуються карданною передачею з патроном. Товщина рамки визначає глибину отриманого отвору. Спеціальний перехідник, що складається з плаваючого хвостовика, змінної втулки і підтримуючих кульок, дозволяє використовувати свердло на різних металорізальних верстатах, розширюючи його функціональні можливості.
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Рисунок 3.1 – Свердло Ваттса

Свердло Ваттса знайшло широке застосування в багатьох галузях. У металообробці воно використовується для обробки деталей з металів різної твердості. Його перевагою є здатність створювати квадратні отвори з високою точністю, що часто потрібно для монтажу елементів або створення складних механізмів. Наприклад, у протяжних або фрезерних верстатах свердло може застосовуватися для виготовлення гнізд під квадратні болти чи інших фіксуючих елементів. [4],[11]
У деревообробці свердло Ваттса застосовується для вирізання складних декоративних елементів, а також для створення квадратних отворів під кріплення. Використання цього інструмента дозволяє досягти високої точності навіть при роботі з твердими породами деревини. Наприклад, у виробництві меблів свердло допомагає виготовляти деталі для кріплення без необхідності в додатковій обробці, що значно зменшує кількість витраченого часу і зусиль. [4],[11]
Крім того, інструмент знаходить застосування в інноваційних галузях, таких як виготовлення композитних матеріалів та високоточне обладнання для авіаційної і космічної промисловості, де необхідно вирізати отвори специфічної форми без шкоди для цілісності матеріалу. Завдяки високій точності і надійності свердло Ваттса часто використовується при створенні компонентів складних технічних систем. [4],[11]

3.2 Двигун Ванкеля

Ротор двигуна Ванкеля (див. рис. 3.2) має форму, що базується на трикутнику Рело – класичному прикладі кривої постійної ширини. Це забезпечує рівномірне обертання та збереження постійного тиску в камері згоряння під час кожної фази робочого циклу двигуна. Особливість ротора полягає в тому, що його форма дозволяє рівномірно розподіляти тиск газів під час згоряння палива, мінімізуючи локальні перевантаження на стінки камери. Завдяки геометрії трикутника Рело, кожна вершина ротора контактує зі стінками циліндра, утворюючи камери змінного об'єму, що забезпечує безперервний робочий процес.[11],[2],[4],[10],[5]
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Рисунок 3.2 – Двигун Ванкеля

Цікавою особливістю є те, що трикутник Рело дозволяє двигуну Ванкеля обертатися без необхідності використання складних механізмів, як у поршневих двигунах (див. рис. 3.3). Це значно знижує механічні втрати та підвищує ефективність перетворення енергії згоряння палива в механічну роботу. [11],[2],[4],[10],[5]
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Рисунок 3.3 – Принцип дії двигуна Ванкеля

Однією з основних переваг двигуна Ванкеля перед класичними поршневими двигунами є його простота конструкції (див. рис. 3.4). Оскільки роторний двигун не потребує великої кількості рухомих частин, таких як клапани, поршні, шатуни чи колінчастий вал, його загальна вага значно нижча. Це дозволяє отримати високу потужність на одиницю ваги, що робить двигун Ванкеля ідеальним для спортивних автомобілів і компактних пристроїв, таких як генератори. [11],[2],[4],[10],[5]
Порівняно з класичними чотиритактними двигунами внутрішнього згоряння, двигун Ванкеля забезпечує плавніше обертання завдяки рівномірному розподілу зусиль під час циклу згоряння. Це дозволяє зменшити вібрації та шум під час роботи, що є ще однією перевагою в експлуатації. Водночас, класичні двигуни мають вищий ККД у певних режимах роботи завдяки кращому згорянню паливно-повітряної суміші, оскільки двигун Ванкеля має певні труднощі з досягненням ідеального процесу згоряння через складну форму камери. [11],[2],[4],[10],[5]
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Рисунок 3.4 – Конструкція двигуна Ванкеля

Переваги: 
1) Менша кількість деталей. Двигун Ванкеля використовує значно менше рухомих частин порівняно з поршневими двигунами, що спрощує конструкцію, знижує вагу і мінімізує зношування.
2) Висока питома потужність. Завдяки особливостям конструкції двигун Ванкеля має високий коефіцієнт потужності на одиницю об'єму і ваги, що робить його ідеальним для спортивних автомобілів, зокрема легендарної Mazda RX-7.
3) Компактність. Двигун має компактні розміри, що дозволяє використовувати його в обмежених просторах або в умовах, де важлива мінімальна вага і розмір.
4) Велика пружність і тяга. Завдяки постійному робочому циклу двигун Ванкеля забезпечує рівномірну тягу, що важливо для динамічних характеристик автомобілів.
Недоліки:
1) Проблеми з ефективністю згоряння. Через нестандартну форму камери згоряння двигун Ванкеля часто стикається з проблемою неповного згоряння паливної суміші, що знижує його загальну ефективність і призводить до збільшення викидів.
2) Високий витрата мастила. Для забезпечення нормальної роботи двигуна потрібна значна кількість мастила для змащування ущільнювачів ротора, що збільшує експлуатаційні витрати.
3) Складнощі з обслуговуванням. Хоча двигун має менше деталей, його обслуговування складніше через необхідність спеціального підходу до ремонту ущільнювачів і змащувальних систем.
4) Недостатня чистота викидів. Порівняно з сучасними поршневими двигунами, двигун Ванкеля має більше труднощів у забезпеченні екологічних стандартів, особливо в умовах високого навантаження.

3.3 Кулачковий механізм та каток

Кулачкові механізми широко застосовуються в різних галузях техніки, забезпечуючи трансформацію одного типу руху в інший, як правило, обертального в зворотно-поступальний або коливний. Важливою особливістю цих механізмів є їх здатність забезпечувати плавний і рівномірний рух завдяки використанню кривих постійної ширини.[4],[6],[2],[11]
Кулачкові механізми з використанням кривих постійної ширини мають кілька важливих конструктивних переваг:
Плавний рух: Криві постійної ширини забезпечують рівномірність контакту між кулачком і штовхачем, що дозволяє уникати ривків і стрибків під час руху.
Зносостійкість: Завдяки рівномірному розподілу навантаження, механізми менше піддаються зношуванню, що продовжує їх термін служби.
Компактність: Використання кривих постійної ширини дозволяє створювати більш компактні конструкції механізмів без втрати їх функціональності.
Крім того, кулачкові механізми відзначаються гнучкістю в налаштуваннях параметрів руху, що дозволяє адаптувати їх до різних умов експлуатації.
Матеріали, з яких виготовляються кулачки і катки, мають велике значення для ефективної роботи механізму. Зазвичай використовуються високоякісні сталі з підвищеною стійкістю до зносу. Крім того, на поверхні кулачка часто застосовують зносостійкі покриття, такі як карбідні або керамічні склади, що збільшують термін служби механізму. [4],[6],[2],[11]
Для досягнення максимальної продуктивності та мінімізації тертя використовуються сучасні мастильні матеріали, що значно знижують зношування механізму. Регулярне змащення є критичним для забезпечення тривалої роботи механізмів, що працюють на високих швидкостях або під значними навантаженнями. [4],[6],[2],[11]
Кулачкові механізми класифікуються за такими ознаками (див. рис. 3.5):
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Рисунок 3.5 – Класифікація кулачкових механізмів

· за видом вхідної ланки:
з кулачком (поз. 1, 2, 3, 4, 5, 7);
з копіром (поз. 6);
· за розміщенням ланок у просторі
просторові (поз. 7);
плоскі (поз. 1-6);
· за видом руху вихідної ланки:
зворотно-поступальний (із штовхачем) (поз. 1, 2);
зворотно-коливний (з коромислом) (поз. 3-7);
· за видом кулачка:
дисковий (плоский) (поз. 1-6);
циліндричний (поз. 7);
складний просторовий;
· за формою робочої поверхні вихідної ланки:
плоска (поз. 2, 4);
загострена;
циліндрична;
сферична;
евольвентна;
з роликом (поз. 1, 3, 5, 6, 7)
· за способом замикання елементів вищої пари:
силове (поз. 3, 6, 7);
геометричне (поз. 5, 7);
· за параметрами руху штовхача (коромисла):
механізми, що забезпечують переміщення по заданому закону руху;
механізми, що забезпечують тільки задані крайні положення виконавчої ланки, при цьому закон переміщення обирається з набору типових законів руху у залежності від умов експлуатації та технології виготовлення.
Використання кривих постійної ширини у кулачкових механізмах має значний вплив на продуктивність:
· Рівномірність обертання: Криві постійної ширини забезпечують постійне співвідношення між обертанням і поступальним рухом штовхача, що дозволяє підвищити точність виконуваних операцій.
· Зменшення вібрацій: Рівномірний розподіл навантаження по всій поверхні контакту дозволяє значно знизити вібрації та зношування, що важливо для високошвидкісних або точних механізмів.
· Енергоефективність: Менші втрати на тертя та знос дозволяють підвищити загальну ефективність механізму, що позитивно впливає на витрати енергії.
Приклади використання:
· Обробка металу: У верстатах для свердління і різання металів кулачкові механізми забезпечують плавний рух інструменту, що підвищує точність і якість обробки.
· У виробництві: У верстатах для обробки металу кулачкові механізми забезпечують точність виконання робіт і високу швидкість, зменшуючи кількість помилок у процесі різання або свердління.
· Двигуни внутрішнього згоряння: Використання кулачкових механізмів у двигунах для управління клапанами дозволяє забезпечити точність моменту їх відкриття і закриття, що підвищує продуктивність та ефективність роботи двигуна.
· У пакувальних лініях: Завдяки плавному та безперервному руху такі механізми використовуються для автоматизованого пакування, що зменшує ймовірність пошкодження товарів. [4],[6],[2],[11]

3.4 Колеса постійної ширини
Колеса, створені на основі трикутника Рело і п'ятикутника Рело, знаходять своє застосування в транспортних системах, де важливо підтримувати постійну висоту осі під час руху. Математичне моделювання цих конструкцій дає змогу глибше зрозуміти їх стабільність та рівновагу. 
Трикутні колеса: Трикутні колеса, які характеризуються постійною шириною, здатні забезпечувати плавний рух по рівній поверхні, при цьому зберігаючи стабільність транспорту. Проте, згідно з практичними випробуваннями, зокрема на велосипедах, ці колеса можуть призводити до втрати стійкості та зниження швидкості. Завдяки своїй формі, вони дозволяють підтримувати постійну висоту осі колеса, оскільки відстань між фіксованими точками залишається сталою. Однак для їхнього ефективного функціонування вкрай важливо точно налаштувати всі елементи конструкції.[16],[5],[4],[2],[14]
П'ятикутні колеса: Колеса, що базуються на п'ятикутнику Рело, також мають постійну ширину. Ці колеса можуть мати перевагу завдяки більшій площі контакту з поверхнею, що потенційно зменшує опір котінню і покращує стабільність. Математичне моделювання п'ятикутних коліс може надати важливу інформацію про вплив їхньої форми на динаміку руху. [16],[5],[4],[2],[14]
Практичні випробування трикутних коліс виявили як переваги, так і недоліки цієї технології. На рівних поверхнях трикутні колеса демонструють стабільний рух, підтверджуючи висновки математичних моделей. [16],[5],[4],[2],[14]
Випробування трикутних коліс: Наприклад, один з експериментів на YouTube демонстрував велосипед, обладнаний колесами у формі трикутника Рело. Хоча такі колеса здатні рухатися по рівній поверхні, вони призводять до зниження стійкості і швидкості. Велосипедисту було важче підтримувати баланс, а рух на великій швидкості ставав проблематичним через значні коливання при котінні. Це підкреслює обмеженість практичного застосування коліс постійної ширини в транспортних засобах. [16],[5],[4],[2],[14]
Випробування п'ятикутних коліс: У випадку з п'ятикутними колесами результати випробувань зазвичай виявляються кращими, ніж у трикутних, оскільки їх форма дозволяє підтримувати більше точок контакту з поверхнею в кожен момент часу. Це, в свою чергу, може зменшити вібрації і полегшити рух. Однак, як і у випадку з трикутними колесами, п'ятикутні також можуть викликати проблеми з балансом, особливо на нерівних поверхнях. [16],[5],[4],[2],[14]
Цікавим підходом до використання трикутних коліс є механізм кочення по квадрату. У цій конструкції звичайне кругле колесо котиться по внутрішньому контурі, сформованому трикутником Рело, що дозволяє досягти стабільного і плавного руху. [16],[5],[4],[2],[14]
Ця технологія може знайти застосування в різних галузях, зокрема в металообробці та деревообробці, де важливий точний контроль висоти інструментів або деталей під час обробки. Механізм кочення по квадрату забезпечує вищу точність у порівнянні з класичними трикутними колісами, роблячи його привабливим для тих сфер, де важлива висока точність руху та стабільність механізму.
Основною відмінністю між трикутними та п'ятикутними колісами є спосіб досягнення плавності руху. Трикутні колеса мають властивість постійної ширини, що дозволяє підтримувати постійну висоту осі під час котіння. Однак цей механізм працює ефективно лише на ідеально рівних поверхнях і вимагає точного налаштування всіх елементів системи. [16],[5],[4],[2],[14]
Механізми з коченням по квадрату, навпаки, забезпечують значно плавніший рух. У таких конструкціях кругле колесо котиться по фіксованій траєкторії, сформованій трикутником Рело, що дозволяє мінімізувати вібрації і суттєво покращити комфорт і стабільність руху, особливо на нерівних поверхнях. [16],[5],[4],[2],[14]
Реальні експерименти показали, що механізми з коченням по квадрату є більш ефективними для використання в транспортних засобах та промислових механізмах. Вони забезпечують не лише плавніший рух, але й можливість оптимізувати конструкцію, зменшуючи вібрації і підвищуючи стійкість системи.
Додавання гумової оболонки до трикутних коліс може незначно покращити їх характеристики під час котіння. Гумове покриття дозволяє поглинати частину коливань, що робить рух дещо плавнішим і комфортнішим. Це особливо корисно на твердих поверхнях, де дерев'яні або металеві трикутні колеса створювали б значний шум і струс.
Однак навіть з гумовою оболонкою трикутні колеса зберігають основну проблему своєї геометрії – постійна ширина не забезпечує ідеально плавного руху через різкі зміни кута контакту з поверхнею. Гума може лише частково компенсувати ці недоліки, але не усуне втрату стійкості та зниження швидкості на більш високих швидкостях або на нерівних поверхнях. 


3.5 Архітектура

Криві постійної ширини використовуються в архітектурі для створення незвичних форм будівель, які мають не лише естетичну привабливість, але й можуть бути конструктивно корисними для забезпечення рівномірного розподілу навантажень.
Криві постійної ширини, особливо трикутник Рело, набули застосування в архітектурі не тільки через свою естетичну привабливість, але й завдяки своїм унікальним геометричним властивостям. Вони забезпечують рівномірний розподіл навантаження, що робить такі форми корисними для конструктивних елементів будівель. Архітектори використовують криві постійної ширини для створення вікон, арок, дверей та інших структур, додаючи архітектурі елегантності та інноваційності. [2],[4],[11],[14]
Готичний стиль відомий своїми стрілчастими арками, утвореними дугами трикутника Рело. Хоча повна форма трикутника рідко зустрічається в готичних спорудах, його окремі елементи використовувалися в багатьох відомих будівлях. Вікно у церкві Богоматері в Брюгге (рис. 3.6) є одним з класичних прикладів застосування кривих постійної ширини в релігійній архітектурі, де форма трикутника Рело підкреслює витонченість і гармонію архітектурного стилю. [2],[4],[11],[14]
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Рисунок 3.6 – Вікно у церкві Богоматері в Брюгге
Інші приклади включають вікно в соборі святого Сальватора в Брюгге (рис. 3.7) та вікно дзвіниці церкви святого Дідьє в Авіньйоні (рис. 3.8). Ці будівлі використовують геометричні форми, що створюють унікальний стиль, поєднуючи естетику і функціональність. Вікно в соборі Паризької Богоматері (рис 3.9, 3.10) є ще одним прикладом того, як трикутник Рело служить декоративним елементом і водночас конструктивною деталлю. [2],[4],[11],[14]
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Рисунок 3.7 – Вікно в соборі святого Сальватора в Брюгге
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Рисунок 3.8 - Вікно дзвіниці церкви святого Дідьє в Авіньйоні
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Рисунок 3.9 - Вікно у церкві Богоматері в Брюгге
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Рисунок 3.10 - Вікно в соборі Паризької Богоматері

У середньовічній архітектурі криві постійної ширини також використовувалися для проектування інших елементів, таких як куполи та дахи. Наприклад, вікно в соборі святого Бавона в Генті (рис 3.11) та вікна у церкві святого Михайла в Генті (рис 3.12) демонструють використання таких форм у віконних конструкціях. Ці елементи підкреслюють складність архітектури, поєднуючи в собі як декоративні, так і функціональні аспекти. Подібний підхід використовувався і в інших спорудах, зокрема в середньовічній будівлі м'ясного ринку в Генті (рис. 3.13) та вікнах у соборі святих Михайла і Гудули в Брюсселі (рис. 3.14), що додавало архітектурі своєрідного шарму. [2],[4],[11],[14]
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Рисунок 3.11 - Вікно в соборі святого Бавона в Генті
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Рисунок 3.12 - Вікна у церкві святого Михайла в Генті

[image: ]
Рисунок 3.13 - Вікна середньовічної будівлі м'ясного ринку в Генті
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Рисунок 3.14 - Вікно в соборі святих Михайла і Гудули в Брюсселі

У сучасній архітектурі трикутник Рело також знаходить нове життя. Вежа Кельнський трикутник (рис 3.15), побудована у 2006 році в Кельні, є одним із найбільш відомих сучасних прикладів використання цієї форми. Висота вежі становить 103 метри, а її перетин має форму трикутника Рело, що не тільки надає будівлі оригінальний вигляд, але й забезпечує стійкість конструкції завдяки рівномірному розподілу навантаження. [2],[4],[11],[14]
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Рисунок 3.15 - Вежа Кельнський трикутник

Окрім суто декоративної функції, криві постійної ширини можуть мати практичні застосування в дизайні меблів, вікон, дверей і інших архітектурних елементів. [2],[4],[11],[14]
[bookmark: _Hlk181641777]Криві постійної ширини мають широке застосування у декоративних і функціональних аспектах архітектури. Їх використовують для проектування меблів, дверей, вікон та інших архітектурних елементів, які можуть поєднувати естетичність з практичністю. Наприклад, вікно в церкві святого Михайла в Люксембурзі (рис 3.16) і вікно в соборі святого Бавона в Генті (рис 3.17) показують, як такі форми додають унікальності в архітектуру, водночас забезпечуючи оптимальні умови для природного освітлення приміщень. [2],[4],[11],[14]
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Рисунок 3.16 - вікно в церкві святого Михайла в Люксембурзі
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Рисунок 3.17 - вікно в соборі святого Бавона в Генті

Також варто згадати приклади використання кривих постійної ширини в середньовічних конструкціях. Ґрати вікон цистерціанського абатства в Гаутеріфі демонструють застосування таких форм у декоративних деталях, що надають будівлям величності й гармонії. Ці орнаменти не лише прикрашають фасади споруд, але й додають їм функціональної міцності. [2],[4],[11],[14]
Загалом, криві постійної ширини є інструментом, що дозволяє архітекторам комбінувати естетичну привабливість із функціональними перевагами. Вони забезпечують інноваційні рішення у проектуванні будівель, вікон, дверей, меблів та інших елементів, допомагаючи створювати простори, які поєднують сучасні технології з класичною естетикою. [2],[4],[11],[14]
У сучасній архітектурі криві постійної ширини використовуються для створення естетично привабливих та функціональних споруд. Одним із прикладів є так званий "blobitecture" – архітектурний стиль, який застосовує органічні, вигнуті форми, які нагадують природні криві. Зокрема, у проєкті Нормана Фостера "Sage Gateshead" у Великобританії використані такі форми, що підкреслюють гнучкість та адаптивність будівлі. Ще одним прикладом є будівля "Танцюючий дім" у Празі, яка з її вигнутими та нестандартними лініями створює враження руху і динаміки. [2],[4],[11],[14]
Іншим важливим прикладом є сучасні музеї, такі як Гуггенхайм у Більбао, який демонструє вільні, хвилясті лінії, що різко контрастують із традиційними прямокутними формами будівель навколо. Такі проєкти підкреслюють можливості новітніх комп’ютерних технологій у створенні складних, плавних кривих у архітектурі. [2],[4],[11],[14]
Таким чином, криві постійної ширини активно впливають на сучасну архітектуру, дозволяючи архітекторам відходити від жорстких ліній та створювати більш органічні та інтерактивні простори для громадських та культурних цілей








ВИСНОВКИ

У даній магістерській роботі проведено дослідження кривих постійної ширини, їх математичних властивостей, побудови та розробки в різних галузях. Систематизовано найголовніші терміни та властивості цієї теорії. Окрему увагу приділено геометричним властивостям трикутника Рело.
У першому розділі детально описано визначення та основні властивості кривих поточної ширини. таким, описано класичні приклади, таке як коло і трикутник Рело, та методи їх побудови. Значна увага приділена багатокутникам Рело, а також іншим нетривіальним прикладам кривих постійної ширини. Виконано порівняння різних кривих цієї категорії, що дозволило оцінити їхні геометричні та практичні переваги. Окремо зауважимо використання сучасних математичних пакетів, зокрема Maple, для побудови трикутника Рело, що демонструє зручність застосування програмного забезпечення для роботи з геометричними об’єктами.
У другому розділі досліджено прикладні аспекти використання кривої постійної ширини. також, досліджено можливості свердління квадратних отворів, відкритих ще в 1917 році Уаттсом, які сьогодні застосовуються на заводах. Також трикутник Рело використовується в конструкції двигуна Ванкеля, що встановлюється в сучасних автомобілях, наприклад моделі Mazda RX-7 та RX-8. Крім того, криві постійної ширини знайшли своє застосування в архітектурі, зокрема в оформленні вікон церков та створених будівель, як-от Кельський трикутник, побудований у 2006 році. В роботі також передбачається використання кривих у кулачкових механізмах, колесах постійної ширини та інших технічних системах, що підкреслює їх практичну значущість у різних інженерних завданнях.
У практичній частині роботи був проведений порівняльний аналіз коліс. Дослідження охоплювало оцінку геометричних особливостей, стійкості руху та впливу на ефективність використання в технічних системах. Особливу увагу приділено аналізу форми коліс на функціональні характеристики, зокрема на плавність руху
Отримані результати дозволяють зробити висновок, що криві постійної ширини є не лише цікавим об’єктом теоретичних досліджень, але й мають широкий спектр практичного застосування. Більше вивчення цих кривих може сприяти розробці нових технологій у машинобудуванні, архітектурі та навіть дизайні.
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