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РЕФЕРАТ


Кваліфікаційна робота магістра «Знаходження інваріантів плоских кривих четвертого порядку»: 44 с., 21 рис., 10 джерел.
АСТРОЇДА, ЕВОЛЮТА, ЕВОЛЬВЕНТА, КРИВА, КРИВИНА, ЛЕМНІСКАТА, ПАРАБОЛА.
Об’єкт дослідження – плоскі криві четвертого порядку.
Предмет дослідження – знаходження інваріантів плоских кривих четвертого порядку.
Мета роботи – знаходження інваріантів плоских кривих четвертого порядку методами диференціальної геометрії. 
Методи дослідження – аналітичний, описовий.
У кваліфікаційній роботі розглядаються теоретичні відомості про криві четвертого порядку, які ще називають «чудовими кривими». Висвітлені основні властивості та способи побудови деяких кривих, таких як: лемніската Бернуллі, біквадратична парабола, астроїда. За допомогою методів диференціальної геометрії було знайдено кривину, еволюту та евольвенту розглянутих кривих.




SUMMARY


Master’s Qualifying Theses «Finding invariants of plane curves of  the fourth order»: 44 pages, 21 figures, 10 references.
ASTROLOGY, EVOLUTE, EVOLVED, CURVE, CURVE, LEMNISCATE, PARABLE.
The object of the study is curves of the fourth order.
The aim of the study is finding invariants of plane curves of  the fourth order study of fourth-order curves by methods of differential geometry.
The methods of research are analytical, descriptive.
The qualification work examines theoretical information about fourth-order curves, which are also called "wonderful curves". The main properties and methods of construction of some curves are highlighted, such as: Lemniscate, astrology, biquadratic parable. Using the methods of differential geometry, the curvature, evolved and  involute.
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ВСТУП


Ще з давніх часів людство замислювалось над тим, як назвати шлях кинутого каменю, лінії, які характеризують обриси природніх об’єктів. При детальному спостереженні наші пращури надали назву цим явищам – лінії. Протягом деякого часу люди порівнювали між собою форми природніх ліній. Згідно перших свідоцтв існування давніх цивілізацій – печерних малюнків, можна зробити висновок, що наші пращури могли розрізняти пряму від кривої, а також різні форми кривих. 
Із розвитком математичних наук вчення про лінії почало розширятися. Найпершим вченням було створення теорії про лінії другого порядку. Грецькі вчені розглядали ці лінії як переріз конусу площиною та назвали їх конічними перерізами. Перший обґрунтований та систематизований матеріал щодо теорії цих ліній був викладений в роботі «Конічні перерізи» Аполонія Пергського (III–II ст. до н.е.). 
Після середньовічного «забуття» вивчення кривих відновилось лише в VII столітті. Після відкриття Декартом та Ферма методу координат, наука про вивчення кривих отримала новий поштовх, зокрема з’явилось обчислення нескінченно малих величин. Це дало змогу розглядати лінії більш ширше, загальним методом. Геометричні властивості нових ліній, які виникли із розвитком оптики, механіки, та астрономії, займались видатні вчені VII–VIII ст. – Гюйгенс, Лейбніц, Декарт та інші.
В різних розділах математики ми зустрічаємось із кривими другого, третього  та четвертого порядків. Наразі дуже актуально розкрити властивості кривих четвертого порядку та навести приклади їхнього використання на практиці.
[bookmark: _Toc421199436]Головною метою цієї роботи є дослідження кривих четвертого порядку методами диференціальної геометрії. 
Для досягнення даної мати були сформовані наступні задачі:
· аналіз наукової та навчальної літератури за темою кваліфікаційної роботи для виділення окремих означень та термінів; 
· систематизація та узагальнення обробленого матеріалу з теми роботи;
· дослідження кривих четвертого порядку методами диференціальної геометрії за їхніми основними рівняннями.
Основним методом дослідження став теоретичний аналіз літератури в рамках дослідження.





1 КРИВІ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКУ. ЗАГАЛЬНІ ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ


Плоскі криві четвертого порядку – це алгебраїчні криві, рівняння яких описується рівнянням четвертого степеня на площині. В загальному вигляді їх можна записати так:




Ці криві мають цікаві геометричні властивості та можуть мати різні форми залежно від коефіцієнтів у рівнянні. Деякі відомі приклади кривих 4-го порядку:
Лемніската Бернуллі – схожа на символ нескінченності або «вісімку».
Трикутна астроїда – схожа на форму зірки з трьома вершинами.
Гіпоциклоїда – крива, яка утворюється точкою на маленькому колі, що котиться по внутрішній частині більшого кола.
Четвертопорядкові криві можуть мати до 28 різних типів особливих точок (наприклад, вузли або точки перегину), що робить їх вивчення цікавим в геометрії та математиці.
Застосування кривих четвертого порядку можна спостерігати в багатьох сферах науки та техніки . В математичній фізикці за  допомогую них описують різні типи хвиль і коливальних систем. В оптиці  здійснюють моделювання траєкторій світлових променів. В криптографії застосовують  елліптичні криві для шифрування. В комп'ютерній графіці використовують  алгоритми для малювання складних форм і візерунків. В Інженерії за допомогою кривих четвертого порядку використовують у розрахунках механічних систем, які рухаються по траєкторіях цих кривих.
Використання у різних науках, таких як: астрономія (багато з цих кривих використовуються для опису орбітальних траєкторій планет і космічних об’єктів); теоретична механіка (використовуються для опису траєкторій тіл, що рухаються в силових полях); комп’ютерна графіка (криві четвертого порядку широко застосовуються для побудови складних об'єктів і візерунків у 3D-моделінгу).
Криві четвертого порядку можуть мати надзвичайно складні та цікаві форми, тому їх вивчення продовжує залишатися актуальним у сучасній математиці та фізиці.
Криві четвертого порядку досліджуються в різних галузях математики і науки, їхні властивості можуть бути дуже складними і цікавими для вивчення та використання в практичних задачах.
Деякі важливі властивості кривих 4-го порядку:
Кількість перетинів. Крива четвертого порядку може перетинатися з лінією до чотирьох разів. Це максимальна кількість перетинів для рівнянь четвертого степеня.
Особливі точки. На таких кривих можуть бути до 28 особливих точок, включаючи вузли (точки самоперетину), точки перегину або двократні точки.
Це можуть бути: одиночні точки (простий перетин або гладка точка); подвійні точки (дві дотичні збігаються в одній точці); каспи (кривина нескінченна, і крива має «гостру вершину»); точки перетину (точки, де крива перетинає саму себе).
Симетрія. Багато кривих цього порядку мають цікаві симетрії, що робить їх корисними в дизайні та інженерії.
Важливо також звернути увагу на загальну математичну теорію, яка стоїть за дослідженням плоских кривих 4-го порядку, та на інші менш поширені, але надзвичайно цікаві приклади. Ось ще кілька важливих аспектів і прикладів, які розширюють наше уявлення про такі криві.
Четвертопорядкові криві з множинними вузлами. Ці алгебраїчні криві можуть мати кілька особливих точок, таких як вузли (точки перетину кривої з самою собою). Для кривих 4-го порядку максимальна кількість вузлів може досягати 16. Це досить складні геометричні об'єкти, які вивчаються в рамках теорії особливостей і алгебраїчної геометрії.
Для побудови кривих четвертого порядку зазвичай виконується через параметричні або полярні рівняння. Наприклад, для кривих типу астроїди та лемніскати Бернуллі можна застосувати такі вирази:

.

Для кривих, які симетричні навколо початку координат:

.

Квадратичні криві, перетворені на криві 4-го порядку. Інколи цікаво перетворювати прості криві, наприклад, квадратичні або кубічні, в криві 4-го порядку шляхом нелінійних перетворень. Це дозволяє створювати нові види кривих, які можуть мати більш складну форму або нові особливості. 


2 ПРИКЛАДИ КРИВИХ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКУ


2.1 Лемніската Бернуллі

Лемніската Бернуллі – це особлива плоска крива, яка має вигляд двох петель, подібних до знаку нескінченності. Вона названа на честь швейцарського математика Якоба Бернуллі, який вивчав цю криву у XVII.
 ЇЇ рівняння можна записати:

,
де – параметр, який визначає розмір кривої. 

Графік Лемніскати Бернуллі представлено на рис. 2.1.

[image: Зображення, що містить ряд, схема, Графік, коло

Автоматично згенерований опис]
Рисунок 2.1  – Лемніската Бернуллі


Плоскі алгебричні лінії вищих порядків мають досить широке практичне застосування. Серед цих кривих провідне місце займає крива четвертого порядку – лемніската Бернуллі. Цій кривій притаманні певні переваги, обумовлені монотонністю зміни кривини, кута нахилу дотичної тощо. Проте лемніската має і недоліки. Так, на початку ортогональної системи координат пелюстка лемніскати має кут нахилу дотичної, рівний 45, а в точці, що знаходиться на перетині лемніскати з віссю абсцис, цей кут дорівнює 90. Ця обставина суттєво обмежує сферу застосування лемніскатних кривих, оскільки на практиці часто буває необхідним забезпечувати різноманітні комбінації кутів нахилу дотичних в указаних точках.
Рівняння лемніскати вперше в математичній літературі зустрілося в 1694 році в статті Я. Бернуллі про приливи та відливи. Бернуллі відзначив схожість цієї лінії з цифрою 8 і з вузловою пов’язкою, яку він назвав "лемніском" (від грецького – пов'язка). Звідси і випливає назва цієї поширеної в практичному застосуванні кривої.
Перш за все визначимося з характеристичною властивістю лемніскати Бернуллі, яка полягає в тому, що ця крива є геометричним місцем точок М, добуток відстаней від яких до двох фіксованих точок F1 i F2 (названих фокусами) є величиною сталою і дорівнює квадрату половини відстані між фокусами. Лемніската Бернуллі складається з двох пелюсток (рис. 2.1). Початок ортогональних координат, в яких вона побудована, є для неї подвійною точкою з дотичними у   х. Ці дотичні є асимптотами кривої і вони взаємно перпендикулярні. Рівняння лемніскати в полярній системі координат має вигляд: 

,
де  – полярні радіус і кут; b – параметр лемніскати. 

З розгляду рис. 2.1 випливає, що "звичайна" лемніската в початковій точці ортогональної системи координат має кут нахилу дотичної, рівний 45. Розробимо заходи, які б дозволили в цій точці мати довільний кут нахилу дотичної. Для цього в рівнянні (2.2) замість коефіцієнта 2, який стоїть при куті φ, візьмемо параметр n. Отже, модифікуємо рівняння лемніскати та застосуємо його у більш загальному вигляді: 


де  – параметр.

Параметр , який є деяким раціональним додатним або від’ємним числом, але таким, що не призводить до від’ємного значення косинуса, оскільки при цьому неможливо знайти дійсний квадратний корінь. Як показав аналіз і проведені на його підставі розрахунки, параметр n має визначатися в залежності від потрібного кута нахилу дотичної до лемніскати на початку ортогональної системи координат, зокрема, він знаходиться як величина, що дорівнює результату ділення 90 на значення потрібного кута нахилу дотичної: 

.
де  – кут нахилу дотичної, який береться у градусах.

Гранична величина полярного кута φ при побудові кривих має дорівнювати куту. Це легко підтверджується розглядом рівняння "звичайної" лемніскати, у якій кут нахилу дотичної дорівнює 45, а параметр  є рівним двом.




2.2 Астроїда 

Астроїда – це крива четвертого порядку, яка має характерну форму зірки з чотирма симетричними кутами. Її часто описують як епіциклоїду, що утворюється шляхом обертання однієї окружності всередині іншої.
Ця крива описується рівнянням:



Астроїда симетрична відносно обох осей x та y, а також щодо початку координат. Крива має форму у вигляді чотирьох «пелюсток» або «кутові точки», де вона наближається до осей координат. Довжина астроїди становить . 
Графік астроїди наведено на рис. 2.2.
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Рисунок 2.2 – Астроїда

Дана крива являє собою траєкторію точки кола радіуса , що обертається без ковзання по внутрішній стороні кола радіуса .
Параметричні рівняння, що задають зображену вище криву:


де 0.


2.3 Крива Кассіні

Крива Кассіні задається рівнянням:

(

Особливість даної кривої полягає в тому, що залежно від параметра а та с, вона може виглядати як дві окремі овальні петлі, єдина замкнена овальна форма або лемніската. Вона має різні топологічні форми, від само перетинів до замкнутих еліптичних форм.
Один з варіантів кривої Кассіні наведено на рис. 2.3. 

[image: ]
Рисунок 2.3 – Крива Кассіні.
2.4 Овал Декарта

Рівняння овалу Декарта:

 

Ця крива являє собою родину овальних кривих, що можуть мати різний ступінь витягну тості залежно від значень параметрів b і d. Ці криві є симетричними і можуть бути використані для моделювання оптичних 8систем.
Овал Декарта можна побачити на рис. 2.4.

[image: ]
Рисунок 2.4 – Овал Декарта.





2.5 Трилисник 

Трилисник (Трисептон)можна описати рівнянням:


де  – параметр.

Геометричні властивості. Симетрія: Трисептон має три осі  симетрії, що означає, що його можна повернути на 120° (тобто на третину кола), і його форма не зміниться. Ця симетрія дозволяє розглядати його як приклад кривої з осьовою симетрією високого порядку.
Петлі: Крива має три закриті пелюстки, кожна з яких виходить із центральної точки. Ці пелюстки розташовані рівномірно навколо центра.
Центральна точка: У центрі трилистника, де сходяться всі пелюстки, зазвичай розташована особлива точка, яка може бути точкою перетину або точкою з обмеженою гладкістю в залежності від параметрів.
Форма трилистника змінюється залежно від значення параметрa а:
Якщо а є більшим, то пелюстки трилистника розтягуються назовні, стаючи більшими і тоншими.
За менших значень а трилистник стає більш компактним, а пелюстки – більшими і ближче розташованими до однієї.
Властивості:
Закріпленість: Трилистник закривається кривою, така кожна з трьох пелюсток створює закріплений контур.
Гладкість: Усі три пелюстки мають гладку поверхню, крім того, точок самоперетину в центрі, де крива може мати точку з різкою зміною або навіть вперед "вузол".
Асимптотична поведінка: Крива не має асимптоту, тобто її пелюстки не направляються в нескінченність, що робить її обмеженою.
Існують також інші види кривих, що базуються на трилистнику, але включають додаткові параметри або додаткові члени рівняння, що змінюють форму пелюстка. Наприклад, додавання до рівня додаткових членів може надати пелюсткам більшої симетрії або навіть створити додаткові петлі.
Трилистник – це захоплююча геометрична фігура, яка забезпечує симетрію, гармонійність форми та математичну елегантність. Його властивості роблять його популярним для вивчення як у чистій математиці, так і в прикладних науках.
Графік трилисника наведено на рис. 2.5.
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Рисунок 2.5 – Трилисник






2.6 Кардіоїда

Кардіоїда вперше зустрічається в працях французького вченого Луї Карре (Louis Carrè, 1705). Назву кривій дав Джованні Сальвеміні ді Кастіллоне (Giovanni Salvemini di Castiglione). Її назва походить від грецького слова "kardia" – серце.
Кардіоїду можна окреслити як множину точок відбиття фіксованої точки деякого фіксованого кола відносно всіх дотичних до цього кола
Рівняння кривої:

,
де а – параметр.

Кардіоїда – це плоска крива четвертого порядку, яка має форму серця або яблука із загостреним кінцем. Її графік наведено на рис. 2.6.

[image: ]
Рисунок 2.6 – Кардіоїда



2.7 Біквадратична парабола

Біквадратична парабола – це алгебрична крива четвертого порядку. Вона має вигляд витягнутої параболи.
Рівняння біквадратичної параболи:


де  – параметри.

Крива симетрична відносно осі y.
Біквадратична парабола має форму, що схожа на класичну параболу, але з витягнутими або сплюснутими гілками. Її вигляд нагадує широку чашу або "валик", який розширюється повніше, ніж звичайна парабола. 
Приклади графіків біквадратичної параболи наведено на рис. 2.7 – 2.9.
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Рисунок 2.7 – Біквадратна парабола (при )
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Рисунок 2.8 – Біквадратна парабола (при )
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Рисунок 2.9 – Біквадратна парабола


3 ЗНАХОДЖЕННЯ ІНВАРІАНТІВ ПЛОСКИХ КРИВИХ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКУ


В цьому розділі проаналізуємо чотири найбільш розповсюджені плоски криві четвертого порядку і знайдемо їх інваріанти.
Приклад 1 Обчислити кривину та побудувати еволюту та евольвенту  Лемніскати Бернуллі.
Одним з основних параметром плоскої кривої четвертого порядку є кривина. Для знаходження кривини лемніскати Бернуллі краще записати її рівняння в полярних координатах: 



Для знаходження кривини треба знайти першу та другу похідну: r' та r''. Формула кривини лемніскати Бернуллі в полярних координатах:



Перша похідна:



Друга похідна має складний вихідний вираз, тому для точного результату можна виконати чисельне завдання Θ.
Обчислення :



Обчислення :



Обчислення   доречне для конкретних точок або чисельним методом, якщо це дійсно потрібно для конкретної задачі.
Виходячи з цього замість загального аналітичного розв’язку, вираз для кривини можна спростити в конкретних точках:
Для  (максимум кривини);
Для (нуль кривини в точках перегину).
Якщо потрібні чисельні значення для конкретних кутів, їх можна обчислити.
Розглянемо кривину в характерних точках. Замість загального виразу, розглянемо конкретні точки для спрощення виразу. Це:
точка на осі (де ):





Підставимо отримані значення у формулу для кривини:





Точка перегину, де 



 будуть також дорівнювати нулю.
Точка  відповідає точці перегину, де кривина стає нескінченною. Це логічно, адже крива в цій точці різко змінює свій напрямок.
Ці обчислення можуть бути корисними для аналізу геометричних властивостей лемніскати Бернуллі.
Побудуємо еволюту лемніскати Бернуллі.
Еволюта – це геометричне місце центрів кривини даної кривої, тобто траекторія, утворена всіма центрами кругів, які є осцилюючими до кривої у шкірній точці.
Ми до цього обчислили кривину лемніскати. Наступний крок – це обчислення радіуса кривини:



Далі необхідно обчислити центр кривини:




Підставимо обчислені значення:
Нормаль до кривої:



Отже,




Лемніската Бернуллі також має відомий аналітичний вигляд:



В нашому випадку , то маємо:



Еволюта буде мати вигляд кривої, яка огинає лемніскату, утворюючи симетричний малюнок із двома петлями. 
Евольвента лемніскати Бернуллі – це крива, яку можна побудувати, згортаючи нитку або за допомогою геометричних побудов. 
Евольвента кривої – це траєкторія кінцевої нитки, яка змотується з цією кривою. Щоб знайти евольвенту лемніскати.
Евольвента (від лат. Evolvens – що розгортає) плоскої лінії – це крива, що описується кінцем гнучкої нерозтяжної нитки закріпленої в деякій точці, що змотується з плоскої кривої. 
Основні властивості евольвенти:
· починається від точки на лемніскаті;
· на кожному етапі довжина нитки, що змотується, дорівнює довжині дуги лемніскати до поточної точки;
· евольвента проходить вздовж дотичних до лемніскати.
Розглянемо основні кроки для побудови:
Крок 1 Поділемо лемніскату на рівні частини (наприклад, на 8 або 12 точок).
Крок 2 Позначимо точки 
Крок 3 Знайдемо дотичні до лемніскати. У кожній точці  проведіть дотичну (це лінія, яка утворює кут із нормаллю до кривої в цій точці).
Можна скористатися формулою для похідної:




Крок 4 Обчислимо довжину дуги до кожної точки.
Для кожної точки обчисліть довжину дуги s від початкової точки до :



Можна наближено додати відстані між сусідніми точками на лемніскаті.
Крок 5 Побудуємо евольвенту.
У кожній точці відкладайте довжину  вздовж дотичної лінії. Кінець відкладеної довжини стане новою точкою евольвенти  
З'єднайте всі точки плавною лінією, щоб отримати евольвенту.
Лемніската Бернуллі не має асимптоту. Радіус r залежить від кута Θ і не наближається до нескінченності при жодному значенні Θ. Крива завжди обмежена значенням , що означає її компактність. Закріплені криві, такі як коло чи еліпс, не мають асимптоту, тому їх точки ніколи не прямують до нескінченності. 
Зробимо зазначені вище обчислення і зробимо відповідні побудови для лемніскати Бернуллі, з параметром а=4 та побудуємо відповідні графіки кривої, її еволюти та евольвенти (див. рис. 3.1, 3.2 та 3.3). 
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Рисунок 3.1 – Лемніската Бернуллі з параметром  

[image: ]
Рисунок 3.2. – Еволюта лемніскати Бернуллі з параметром 
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Рисунок 3.3 – Евольвента Лемніскати Бернуллі з параметром 

Приклад 2 Обчислити кривину та побудувати еволюту і евольвенту біквадратичної параболи.
Біквадратна парабола має вигляд рівняння:


де – константи.
Формула для знаходження кривини в будь-якій точці:


де  - перша і друга похідні функції відповідно.

Перша похідна:

.

Друга похідна:

.

Підставивши відповідні значення похідних, отримаємо:



Таким чином, отримали формулу для обчислення кривини біквадратної параболи в будь-якій точці, залежно від значень трьох коефіцієнтів.
Обчислимо кривину для біквадратної параболи, наприклад, яка задана рівнянням . Тут а,=1 b=3, с=2. Та знайдемо кривину в конкретній точці: x=1.
Перша похідна:



Друга похідна:


Пілставимо ці значення у формулу для кривини:



Таким чином з΄ясували, що кривина біквадратної параболи 
Далі побудуємо еволюту біквадратичної параболи.
Еволюта – це геометричне місце центрів кривини заданої кривої. Для знаходження еволюти, після обчислення першої та другої похідних функції та обчислення кривини, виконуємо такі кроки:
Обчислимо координати центру кривини:




Після цього треба обчислити евольвенту даної функції.
Евольвента – це тратторія кінцевої нитки, яка змотується з кривої без розтягування. 
Для побудови евольвенти потрібно знати геометрію початкової кривої та її властивості.
Евольвента задається параметрично. Координати евольвенти (X;Y) для точки (x;y) на кривій обчислюється за формулами:




де  – довжина дуги від початкової точки до точки (x;y).
Довжину дуги с обчислимо наступним чином:



Біквадратична парабола не має асимптоту у традиційному сенсі. Асимптота – це пряма, до якої крива наближається на нескінченності. Однак для кривих, подібних до біквадратичної параболи, таких прямих немає через їхню необмеженість у вертикальному напрямку.
Для візуалізації вище перелічених обчислень візьмемо квадратичну параболу: .
Для побудови графіків функції скористуємось програмою DESMOS. (див. рис. 3.4, 3.5 та 3.6). 
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Рисунок 3.4 – Біквадратична парабола 
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Рисунок 3.5 – Еволюта параболи
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Рисунок 3.6 – Евольвента біквадратичної параболи 

Приклад 3 Обчислити кривину та побудувати еволюту та евольвенту астроїди.
Астроїда – це крива, яку можна описати за допомогою параметричних рівнянь:

,


де а – стала, τ – параметр, що змінюється від .
Формула для обчислення кривини астроїди:



Знаходимо перші похідні:




Другі похідні:





Підставимо це в формулу кривини:





Після підстановки та спрощення можна отримати загальний вираз для кривини астроїди, але він досить складний. На практиці, у важливих точках (наприклад, на вершинах), значення кривини обчислюються простіше. 
Для цього беруть, наприклад, або , де астроїда має свої «кінці», значення кривини буде максимальним або мінімальним.
Загалом, для астроїди кривини в точках залежить від значення параметра а та параметра τ.
Отож, обчислимо в загальному вигляді кривину астроїди, спрощуючи формулу. Для прикладу, знайдемо кривину на кінцевих точках астроїди, де озглянемо найпростіший випадок для точки t=0, яка відповідає кінцевій точці астроїди. У цій точці:



Для цієї точки похідні мають значення:



Значення кривини у точці τ=0, буде максимальним і обчислюється за формулою:



. Тому знаменник перетворюється на 0, що вказує на нескінченну кривину в кінцевих точках астроїди.
З вказаного вище можна зробити висновок, що у характерних точках астроїди (кутових точках), кривина буде нескінченною, що відображає різкий «злам» у формі кривої. Це одна з особливостей астроїди, яка має гострі кути, де кривина прямує до нескінченності.
Радіус кривини:



Координати центра кривини:




Евольвента астроїди – це крива, яка генерується нерозтягуваною ниткою, що змотується або розмотується з астроїди. Для її побудови потрібно врахувати параметричне рівняння астроїди та формули для евольвенти: 




де L(τ) – довжина дуги від початкової τ:



Виконавши всі обчислення різними способами, побудуємо графіки астроїди з параметром а=3 за допомогою програми DESMOS (див. рис. 3.7, 3.8 та 3.9). 

[image: C:\Users\Hp\Downloads\Астроїда а=3.png]
Рисунок 3.7 – Астроїда з параметром а=3
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Рисунок 3.8 – Еволюта астроїди з параметром а=3
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Рисунок 3.9 – Евольвента астроїди з параметром а=3

Приклад 4. Обчислити кривину та побудувати еволюту та евольвенту кардіоїди.
Кардіоїда – крива четвертого порядку, яка задається в параметричній формі рівнянням:

,
.
де  – параметр.

В полярній системі координат кардиоїда має вигляд:



Далі потрібно обчислити кривину кардіоїди:


де штрихи позначають похідні за параметром Θ.

Обчислимо відповідні похідні:






Після цього обчислимо кривину.  Для цього потрібно обчислити радіус та центр кривини:
Радіус кривини:


Центр кривини:




Наступним кроком буде обчислення та побудова евольвенти кардіоїди. Це траекторія кінця натягнутого шнура, що розмотується з кривої.
Евольвенту можна задати параметричними рівняннями:



де  – довжина дуги.



Наведені вище обчислення досить складні, тому доцільно використати для побудови графіків кардіоїди з параметром а=-2 програму DESMOS (див. рис. 3.10, 3.11 та 3.12). 

[image: C:\Users\Hp\Downloads\Кардіоїда а=-2.png]
Рисунок 3.10 – Кардіоїда з параметром 

[image: C:\Users\Hp\Desktop\еволюта кардыо -2.png]
Рисунок 3.11 – Кволюта кардіоїди з параметром 
[image: C:\Users\Hp\Desktop\евольвента кардыо -2.png]
Рисунок 3.12 – Евольвента кардіоїди з параметром 



ВИСНОВКИ


В даній кваліфікаційній роботі ми розглянули декілька кривих четвертого порядку. Після детального ознайомлення дослідили дані криві методами диференціальної геометрії та знайшли інваріанти.
Перший розділ роботи був спрямований на висвітлення загальних теоретичних відомостей про криві четвертого порядку. Зокрема була розглянута їх класифікація та сфери їх використання.
Другий розділ дослідницької роботи був націлений на опис окремих кривих, які ще називають «чудовими»: лемніската Бернуллі, астроїда, овал Декарта, біквадратична парабола, кардіоїда та інші. На даному етапі розібрали означення цих кривих, особливості форми, рівняння, властивості та способи побудови.
В третьому розділі було розглянуто декілька задач для дослідження даних кривих методами диференціальної геометрії з метою знаходження інваріантів цих кривих Зокрема було знайдено кривину кожної кривої, побудована еволюта та евольвента.
Протягом роботи над дослідженням були підібрані матеріали для практичного застосування та побудови «чудових кривих». Результати дослідження можна використовувати для вивчення дисципліни «Диференціальна геометрія».
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