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РЕФЕРАТ 

 

 

Кваліфікаційна робота магістра «Розв’язання крайової задачі Газемана-

Рімана зі зсувом»: 53 с.,  3 рис., 18 джерел, 1 додаток. 

КРАЙОВА ЗАДАЧА ГАЗЕМАНА-РІМАНА ТЕОРІЇ АНАЛІТИЧНИХ 

ФУНКЦІЙ, КРАЙОВА ЗАДАЧА ПРО СТРИБОК, НЕОДНОРІДНА ЗАДАЧА, 

ОДНОРІДНА ЗАДАЧА, ФУНКЦІЯ-ЗСУВ ЗІМКНЕНОГО КОНТУРА 

КОМПЛЕКСНОЇ ПЛОЩИНИ. 

Об’єкт дослідження – крайові задачі Газемана-Рімана теорії аналітичних 

функцій. 

Мета роботи: вивчити теоретичні аспекти щодо крайової задачі Газемана-

Рімана теорії аналітичних функцій, розв’язати конкретні задачі Газемана-Рімана 

про стрибок, однорідні та неоднорідні. 

Метод дослідження – описово-дослідницький, аналітичний, практичний. 

У роботі викладено основні теоретичні аспекти щодо функції-зсуву 

зімкненого контура комплексної площини та крайової задачі Газемана-Рімана зі 

зсувом. Розглянуто дві конкретні функції, що визначають зсуви одиничного кола 

на комплексній площині, їх взято за основу в запропонованих для розв’язання 

прикладах задач Газемана-Рімана теорії аналітичних функцій. Відокремлені  

випадки розв’язання прикладів задач про стрибок, однорідних та неоднорідних 

задач Газемана-Рімана.  

Застосовано метод послідовних наближень при розв’язанні інтегральних 

рівнянь Фредгольма, які потребують зазначені типи задач. Для отримання 

розв’язків використано формули, виписані в теоретичній частині.  

  



 

SUMMARY 

 

 

Master's Qualification Thesis «Solving of the Hasemann-Riemann Boundary 

Value Problem with the Shift»: 53 pages, 3 figures, 18 references, 1 supplement. 

HAZEMANN-RIEMANN BOUNDARY PROBLEM OF THE THEORY OF 

ANALYTIC FUNCTIONS, BOUNDARY VALUE PROBLEM ABOUT THE JUMP, 

INHOMOGENEOUS PROBLEM, HOMOGENEOUS PROBLEM, FUNCTION-

SHIFT OF THE CONTOUR OF THE COMPLEX PLANE.  

Object of the study – Hazemann-Riemann boundary problem of the theory of 

analytic functions. 

Aim of the study: to study the theoretical aspects of the Hasemann-Riemann 

boundary value problem of the theory of analytic functions, to solve specific 

Hasemann-Riemann jump problems, homogeneous and inhomogeneous. 

Method of research: descriptive-research, analytical, and practical. 

The paper describes the main theoretical aspects of the shift function of the 

closed contour of the complex plane and the Haseman-Riemann boundary value 

problem with a shift. Two specific functions that determine the shifts of the unit circle 

on the complex plane are considered, they are taken as a basis in the examples of the 

Hasemann-Riemann problems of the theory of analytic functions proposed for solution. 

The cases of solving examples of jump problems, homogeneous and inhomogeneous 

Hasemann-Riemann problems were separated. 

The method of successive approximations is used for solving Fredholm's integral 

equations, which require the specified types of problems. Formulas written in the 

theoretical part were used to obtain solutions.  
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ВСТУП 

 

 

Крайові задачі теорії аналітичних функцій мають теоретичне та практичне 

застосування. Наступні вчені внесли вклад в розвиток теоретичних аспектів цієї 

теорії: F. D. Gakhov (1990) [12], H. Begehr (2005) [10],  J. Lin, Y. Xu (2021) [14],  

X. Wang, J. Du (2022) [16],  G. Ramm Alexander  (2023) [15], у тому числі для задач 

зі зсувом Т. Карлеман (1960) [4], Y. I. Karlovich, J. Rosales-Méndez (2022) [13],  

Y. Wang , J. Du  (2007, 2010) [17, 18],  а практичних застосувань – Т. Карлеман 

(1960) [4],  Г. М. Зражевський (2005) [3],  Р. М. Мартиняк, Х. І. Середницька 

(2017) [6], О. П. Козачок, Р. М. Мартиняк, Б. С. Слободян (2018) [5],  

Н. Д. Вайсфельд, З. Ю. Журавльова, В. В. Реут (2019) [1],  O. E. Dugienko, 

O. V. Starovoitov, N. M. Dyachenko (2024) [11] та ін. 

Розвиток даної проблематики свідчить про актуальність теми 

кваліфікаційної роботи. 

В кваліфікаційні роботі вивчаються як відомі теоретичні викладки щодо 

отримання розв’язків різних типів задачі Газемана-Рімана зі зсувом, так і 

конкретні приклади розв’язання задач. Даного типу. Роботу побудовано так, що 

почережно викладаються теоретичні та практичні аспекти: спочатку – про 

функцію-зсув зімкненого контура комплексної площини, потім про задачу 

Газемана-Рімана про стрибок, однорідну та неоднорідну задачі. 

Кожна із запропонованих задач передбачає розв’язання інтегральних 

рівнянь, до яких застосовано метод послідовних наближень. 

Метою роботи вивчення теоретичних аспектів щодо крайової задачі 

Газемана-Рімана теорії аналітичних функцій, розв’язання конкретних задач 

Газемана-Рімана про стрибок, однорідної та неоднорідної. 
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1 ПОПЕРЕДНІ ВІДОМОСТІ 

 

 

1.1 Класична теорема Коші 

 

Розглянемо область 𝐺. Позначимо через 𝛾 її межу, яка визначає контур на 

комплексній площині. Вважаться, що контур має додатний напрям оббігу, якщо 

при пересуванні вздовж контура область 𝐺 залишається зліва, що відповідає 

оббігу проти годинникової стрілки. У випадку визначення додатного напряму 

оббігу крива вважається орієнтовною. 

Деякі задачі кваліфікаційної роботи потребуватимуть застосування 

класичної теореми Коші. Наведемо її формулювання нижче. 

Теорема 1.1 [7] Якщо функція 𝑓(𝑧) аналітична в області 𝐷+, а 𝐺 – довільна 

однозв'язна область, яка компактно належить області 𝐷+, то ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0
 

𝛾
, де 𝛾 – 

орієнтовна межа області  𝐺. 

 

 

1.2 Інтеграл типу Коші на контурі 

 

Наведемо деякі теоретичні відомості з робіт [2, 9, 12], які будемо 

використовувати в роботі. 

Розглянемо гладкий зімкнений контур 𝛾 

комплексної площини. Область 𝐺 точок, що обмежує 

контур 𝛾, має множину внутрішніх точок, яку позначимо 

через 𝐷+, а зовнішніх –  𝐷−. Зауважимо, що нескінченно 

віддалена точка належить області  𝐷− (див. рис.1.1). 

Як наслідок вивчених в комплексному аналізі теореми 

та формули Коші [7], можна отримати [2, 9,12]:  

 якщо функція 𝑓(𝑧) – аналітична в 𝐷+ і неперерна в 𝐷+ ∪ 𝛾, то  

 

Рисунок 1.1 
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1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝜏)

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏 = {

𝑓(𝑧),   𝑧 𝜖 𝐷+; 
0,   𝑧 𝜖  𝐷−; 

                            (1.1)  

 

𝛾

 

 

 якщо функція 𝑓(𝑧) – аналітична в 𝐷− (включаючи точку 𝑧 = ∞) і 

неперервна в 𝐷− ∪ 𝛾, то 

 

1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝜏)

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏 = {

𝑓(∞),   𝑧 𝜖 𝐷+; 

−𝑓(𝑧) + 𝑓(∞), 𝑧𝜖 𝐷−.
                 (1.2)

 

𝛾

 

 

Інтеграли обчислюються вздовж контура 𝛾, який оббігу вважається 

додатним. Інтеграл 
1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝜏)

𝜏−𝑡
𝑑𝜏  

 

𝛾
 називають інтегралом Коші. 

Означення 1.1 [2, 9,12] Нехай 𝛾 – гладкий зімкнений або незімкнений 

контур, який являє собою обмежену множину, а 𝜑(𝜏) – неперервна функція точок 

контура 𝛾. Тоді інтеграл  

 

Ф(𝒛) =
1

2𝜋𝑖
∫

φ(τ)

τ − z

 

γ

dτ,  

 

побудований так само, як і інтеграл Коші, називають інтегралом типу Коші. 

Функцію 𝜑(𝜏) називають функцією щільністю, а 
1

𝜏−𝑧
 – ядром інтеграла типу 

Коші.  

 

 

1.3 Сингулярний криволінійний інтеграл 

 

Продовжимо наведення відомих фактів, викладених в роботах [2, 9,12]. 

Розглянемо спрямлюваний контур  𝛾 =∪ 𝑎𝑏 комплексної площини, а також 

точки 𝑡, 𝜏 причому будемо вивчати точку 𝑡, що не збігається з кінцями даного 
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контура 𝑎 і 𝑏. Функцію 𝜑(𝜏), задану на контурі 𝛾, на етапі означення будемо 

вважати неперервною на цьому контурі. Розглянемо особливий криволінійний 

інтеграл  

 

 ∫
𝜑(𝜏)

𝜏 − 𝑡
𝑑𝜏

 

𝛾

. 

 

Означення 1.2 [2, 9,12] У зазначених вище припущеннях розглянемо точку 

𝑡 𝜖 𝛾 і проведемо коло з центром в ній настільки малого радіусу 𝜌, щоб воно 

перетинало контур рівно у двох точках 𝑡1, 𝑡2. Тоді інтеграл ∫
𝜑(𝜏)

𝜏−𝑡
𝑑𝜏

 

 𝛾\∪ 𝑡1𝑡2
  є 

визначеним. Розглянемо границю lim
𝜌→0

∫
𝜑(𝜏)

𝜏−𝑡
𝑑𝜏

 

 𝛾\∪ 𝑡1𝑡2
. Якщо вона існує, то її 

значення називають головним значенням за Коші особливого інтеграла або 

сингулярним інтегралом Коші.  

Відомо [2, 9,12] , що сингулярний інтеграл  ∫
𝜑(𝜏)

𝜏−𝑡
𝑑𝜏

 

𝛾
 існує, якщо функція 

щільності 𝜑(𝜏) задовольняє умову Гельдера на спрямлюваному контурі 𝛾.  

Розглянемо поняття кривої Ляпунова, для інтеграла вздовж якої буде мати 

місце наступні теорема.  

Означення 1.3 Проста неперервна крива 𝛾 на комплексній площині 

називається кривою Ляпунова, якщо вона має такі властивості: 

 у кожній точці кривої існує дотична і відповідна їй нормаль; 

 існують числа 𝐴 > 0 i 𝜆 ∈ (0; 1], що для всіх пар точок 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝛾 

задовольняється нерівність 

 

|𝜃| < 𝐴|𝑡1 − 𝑡2|𝜆, 

 

де 𝜃 – кут між нормалями до кривої 𝛾 в точках 𝑡1 та 𝑡2. 

Такі криві визначають підклас в класі простих гладких кривих на контурі 

𝛾. 
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Лема 1.1 [9, 12] Якщо 𝛾 – крива Ляпунова і 𝛼(𝑡) – зсув такий, що  

𝛼′(𝑡) ≠ 0,  𝛼′(𝑡)𝜖𝐻𝜆(𝛾), тоді функція  

 

𝐾(𝑡, 𝜏) =
 𝛼′(𝜏)

𝛼(𝜏) − 𝛼(𝑡)
−  

1

𝜏 − 𝑡
, 

 

допускає оцінку 

 

|𝐾(𝑡, 𝜏)| ≤
𝑀

|𝜏 − 𝑡|1−𝜆
, 

 

де М – додатна стала [1]. 

  



12 

2 ПОНЯТТЯ ЗСУВУ ТА ПРИКЛАДИ 

 

 

2.1 Поняття функції-зсуву зімкненого контура комплексної площини 

 

Спочатку наведемо відоме означення відомого поняття [2, 9,12]. 

Означення 2.1 [2, 9,12] Нехай 𝛾 – простий зімкнений контур на площині 

комплексної змінної 𝑧. Зсувом 𝛼(𝑡) контура 𝛾 будемо називати функцію, яка 

визначає взаємно однозначне і взаємно неперервне відображення контура 𝛾 на 

себе.  

Якщо при відображенні 𝛼(𝑡) зберігається орієнтація контура 𝛾, то зсув 𝛼(𝑡)  

будемо називати прямим, якщо ж орієнтація змінюється, то 𝛼(𝑡) будемо називати 

оберненим зсувом. 

 

 

2.2 Приклади функцій-зсувів 

 

Приклад 2.1 Довести, що відображення 𝛼(𝑡) =  𝑒
𝜋

4
𝑖𝑡, задане на контурі 𝛾 =

{𝑡: |𝑡| = 1} визначає зсув. 

Розв’язання. Перевіримо, що 𝛼(𝑡) взаємно однозначно переводить контур 

𝛾 на себе. Оскільки 𝛼(𝑡) – це відображення, яке здійснює поворот точки 𝑡 на кут 

𝜋

4
, тому що 𝛼(𝑡) =  𝑒

𝜋

4
𝑖𝑡 =  𝑒

𝜋

4
𝑖 ∙ |𝑡| ∙ 𝑒i arg 𝑡 =  𝑒

(
𝜋

4
+arg 𝑡)𝑖 ∙ |𝑡| . Позначимо 𝜑 =

arg 𝑡. Якщо для  𝑡 =  |𝑡| ∙ 𝑒𝑖𝜑 аргумент змінюється в межах відрізка  [−𝜋; 𝜋], то 

комплексне число  𝛼(𝑡) =  𝑒
(

𝜋

4
+𝜑)𝑖 ∙ |𝑡| має аргумент  

𝜋

4
+ 𝜑   𝜖  [−𝜋 +

𝜋

4
; 𝜋 +

𝜋

4
], 

тобто значення кута змінюється в межах одного періоду тригонометричних 

функцій.  

Пояснімо, чому при даному відображені 𝛼(𝑡) контур 𝛾 відображається в 

себе, тобто в 𝛾. Контур 𝛾 визначається комплексними числами 𝑡 такими що  

|𝑡| = 1.  Знайдемо модуль числа 𝛼(𝑡): 
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|𝛼(𝑡)| = |𝑒
(

𝜋
4+𝜑)𝑖

| ∙ |𝑡| = 1, 

 

тому що  

 

|𝑒
(

𝜋
4

+𝜑)𝑖
| = |cos (

𝜋

4
+ 𝜑) + 𝑖 sin(

𝜋

4
+ 𝜑)| = 

= √cos2 (
𝜋

4
+ 𝜑) + sin2 (

𝜋

4
+ 𝜑) = 1. 

 

Таким чином, образ при дії функції 𝛼(𝑡) кола 𝛾, де |𝑡| = 1, дає точки, для 

яких |𝛼(𝑡)| = 1, тобто точки 𝛼(𝑡) лежать на колі 𝛾. 

Розглянемо зворотне відображення для 𝛼(𝑡). Позначимо його як 𝛼−1(𝜏). 

Нехай, 𝜏 = 𝛼(𝑡), тобто 𝜏 =  𝑒
𝜋

4
𝑖𝑡 , тоді 𝑡 =  𝑒− 

𝜋

4
𝑖𝜏.  

Якщо 𝜏 𝜖 [−𝜋;  𝜋],   то 𝑡 𝜖 [−𝜋 −  
𝜋

4
;   𝜋 +

𝜋

4
],  залишаючись в межах одного 

періоду. Оскільки |𝛼(𝑡)| = 1, то |𝜏| = 1, тоді для зворотного відображення 

матимемо: 

 

|𝛼−1(𝜏) |=  |𝑒− 
𝜋
4

𝑖𝜏| = |𝑒− 
𝜋
4

𝑖|𝜏| ∙ 𝑒𝑖𝜓| =  |𝜏| ∙ |𝑒− (
𝜋
4

+𝜓)𝑖| = 1. 

 

Отже, відображення 𝛼−1(𝜏) переводить точки контура  𝛾, де |𝜏| = 1,  в точки, для 

яких |𝛼−1(𝜏)| = 1, залишаючись на 𝛾. 

Тепер розглянемо неперервність прямого та зворотного відображень. 

Оскільки функція 𝛼(𝑡) =  𝑒
𝜋

4
𝑖𝑡 – лінійна, то вона є неперервною. Зворотна 

функція 𝛼−1(𝜏) = 𝑒− 
𝜋

4
𝑖𝜏 – лінійна, тому теж неперервна. 

Приклад 2.2 Довести, що відображення 𝛼(𝑡) =
𝑡 − 𝑧0 

𝑧0̅̅ ̅ 𝑡−1
 , задане на контурі 

𝛾 = {𝑡: |𝑡| = 1} визначає зсув. 

Розв’язання. Дослідимо чи дійсно ця функція є зсувом: 
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𝛼(𝑡) =
𝑡 −  𝑧0 

𝑧0̅ 𝑡 − 1
. 

 

Перевіримо, що |𝛼(𝑡)| =  1. Знаючи, що 𝑡 =  𝑐𝑜𝑠𝜑 +  𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜑, а   

𝑧0 = |𝑧0|(𝑐𝑜𝑠𝜓 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜓) спростимо деякі вирази під знаком функції: 

 

𝑧0̅ = |𝑧0|(𝑐𝑜𝑠𝜓 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜓) = |𝑧0|(𝑐𝑜𝑠(−𝜓) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(−𝜓)); 

𝑧0̅ ∙ 𝑡 = |𝑧0|(cos (𝜑 − 𝜓) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜑 − 𝜓))  −  1.  

 

Знаходимо модуль знаменника: 

 

|𝑧0̅ ∙ 𝑡 −  1| 2 = (𝑅𝑒 𝑤)2 + (𝐼𝑚 𝑤)2 = 

=  (|𝑧0|(𝑐𝑜𝑠(𝜑 − 𝜓) − 1)2 + (|𝑧0|sin (𝜑 − 𝜓))2 = 

= |𝑧0|2𝑐𝑜𝑠2(𝜑 − 𝜓) −  2|𝑧0|(cos (𝜑 − 𝜓) + 1 + |𝑧0|2𝑠𝑖𝑛2(𝜑 − 𝜓) = 

= |𝑧0|2 −  2|𝑧0|(cos (𝜑 − 𝜓) + 1. 

 

Тепер обчислимо модуль чисельника:  

 

|𝑡 − 𝑧0|2 = (𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜑 − |𝑧0|𝑐𝑜𝑠𝜓 − 𝑖|𝑧0|𝑠𝑖𝑛𝜓)2 =  𝑐𝑜𝑠2𝜑 − 

−2 |𝑧0|𝑐𝑜𝑠𝜑𝑐𝑜𝑠𝜓 + |𝑧0|2𝑐𝑜𝑠2𝜓 + 𝑠𝑖𝑛2𝜑 −  2 |𝑧0|𝑠𝑖𝑛𝜑𝑠𝑖𝑛𝜓 + 

+|𝑧0|2𝑠𝑖𝑛2𝜓 =  1 + |𝑧0|2  −  2|𝑧0| (𝑐𝑜𝑠(𝜑 − 𝜓). 

 

Отже, 

 

|𝛼(𝑡)| =  
√|𝑧0|2 −  2|𝑧0|(𝑐𝑜𝑠(𝜑 − 𝜓) + 1

√1 + |𝑧0|2  −  2|𝑧0| (𝑐𝑜𝑠(𝜑 − 𝜓)
 =  1. 

 

Це дозволяє прийти до висновку, що точки контура 𝛾 функцією 𝛼(𝑡) переводяться 

в точки того самого контура. 
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Розглянемо зворотну функцію. Для даного відображення 𝛼(𝑡) =
𝑡 − 𝑧0 

𝑧0̅̅ ̅𝑡−1
. 

Нехай 𝜏 = 𝛼(𝑡). Розв'яжемо рівняння  𝜏 =
𝑡 − 𝑧0 

𝑧0̅̅ ̅𝑡−1
 відносно 𝑡. Отримаємо 𝑡 =

𝜏 − 𝑧0 

𝑧0̅̅ ̅𝜏−1
. 

Отже, 

 

𝛽(𝜏) = 𝛼−1(𝜏) =
𝜏 −  𝑧0 

𝑧0̅𝜏 − 1
. 

 

Форма функції не змінилась. Тому вона має властивість переведення контура в 

себе.  

Поставимо запитання: «Чи змінить напрям оббігу цей зсув?» Нехай точка 

𝑡1 на контурі передує точці 𝑡2, це означає, що  

 

𝑡1,2 =  𝑐𝑜𝑠𝜑1,2  +  𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜑1,2, 𝜑1  <  𝜑2, 

 

де 𝜑1 −  це аргумент числаї 𝑡1, а 𝜑2  −  це аргумент  𝑡2. 

Наслідки дій функції 𝛼(𝑡) на задані точки зображено на рис. 2.1. Візуалізовано 

незмінність напрямку оббігу при дії функції 𝛼(𝑡). 

 

 

Рисунок 2.1  
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Отримане також свідчить про те, що різним точкам 𝑡1 і 𝑡2 відповідають 

різні образи 𝛼(𝑡1) i 𝛼(𝑡2). Таку ж властивість має і зворотне відображення.  

Дана функція взаємно неперервна, оскільки розрив може бути там, де 

знаменник дорівнює нулю, тобто в точці 

 

𝑧0̅𝑡∗  −  1 = 0, 

𝑡∗ =  
1

𝑧0̅
=

𝑧0

|𝑧0|
. 

 

Така точка не лежить на контурі (див рис. 2.2). 

Таким чином, відображення 𝛼(𝑡) є 

неперервним як дробово-лінійне. Те саме 

справедливо й для зворотного відображення. 

Отже, функція 𝛼(𝑡) визначає зсув одиничного кола 𝛾.  

  

    Рисунок 2.2  
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3 ПОСТАНОВКА ТА РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧІ ГАЗЕМАНА-РІМАНА 

 

 

3.1 Постановка задачі Газемана-Рімана 

 

Спочатку викладемо відомі теоретичні аспекти даної задачі [9, 12]. 

Нехай 𝛾 – простий гладкий зімкнений контур, який розбиває площину 

комплексної змінної на дві області: внутрішню 𝐷+, яка містить точку 𝑧 = 0, і 

зовнішню 𝐷− (див. рис. 1.1). І нехай на контурі 𝛾 задані функції 𝐺(𝑡) і 𝑔(𝑡), які 

задовольняють умову Гельдера, причому 𝐺(𝑡) ≠ 0, і, крім того, 𝛼(𝑡) - прямий 

зсув контура 𝛾 на себе, чия похідна 𝛼′(𝑡) не перетворюється в нуль і задовольняє 

умову Гельдера [9, 12]. 

Знайти функцію Ф+(𝑧), аналітичну в області 𝐷+, і функцію Ф−(𝑧), яка 

аналітична в області 𝐷− і щезає на нескінченності, тобто Ф−(∞) = 0, граничні 

значення яких на контурі 𝛾 неперервні і задовольняють умову  

 

Ф+[𝛼(𝑡)] = 𝐺(𝑡)Ф−(𝑡) + 𝑔(𝑡),        𝑡 𝜖 𝛾.                             (3.1) 

 

Для розв’язання прикладу (2.1) істотне значення має наступне твердження.  

Лема 3.1 [12] Якщо кусково-аналітична функція Ф(𝑧), яка щезає на 

нескінченності, задовольняє граничну умову  

 

Ф+[𝛼(𝑡)] = Ф−(𝑡),        𝑡 𝜖 𝛾,                                     (3.2) 

 

то вона тотожно дорівнює нулю.  

Поставлена задача з крайової умовою (3.1) являє собою узагальнення 

крайової задачі Рімана. В окремому випадку, коли 𝛼(𝑡) є крайове значення 

аналітичної в області 𝐷+ функції, крайова умова (3.1) зводиться до задачі Рімана 

безпосередньо введенням нової шуканої кусково-аналітичної функції [9, 12]:  
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Ф1
+ = Ф+[𝛼(𝑧)],         Ф1

− = Ф−(𝑧). 

 

 

3.2 Задача Газемана-Рімана про стрибок 

 

3.2.1 Відомі теоретичні викладки щодо отримання розв’язку задачі 

Газемана-Рімана про стрибок 

 

Нижче наведемо теоретичні аспекти задачі Газемана-Рімана про стрибок, 

які є викладом матеріалу робіт [9, 12]. 

Переходячи до розв’язання поставленої крайової задачі (3.1), почнемо з 

випадку, коли 𝐺(𝑡) ≡ 1, тобто розглянемо задачу про стрибок: 

 

Ф+[𝛼(𝑡)] = Ф−(𝑡) + 𝑔(𝑡),        𝑡 𝜖 𝛾.                             (3.3) 

 

На основі леми 3.1 можна побачити, що приклад (1.3) не може мати двох 

різних розв’язків, бо різниця таких розв’язків буде задовольняти крайову умову 

(3.2) і, отже, буде дорівнювати нулю [9, 12]. Надамо пояснення. Припустимо, що 

задача (3.3) має два розв’язки: Ф1
−(𝑧) і Ф2

−(𝑧). Тоді вони задовольняють крайові 

умови  

 

Ф1
+[𝛼(𝑡)] = Ф1

−(𝑡) + 𝑔(𝑡);
 

Ф2
+[𝛼(𝑡)] = Ф2

−(𝑡) + 𝑔(𝑡),
     }     𝑡 𝜖 𝛾. 

 

Якщо ми віднімемо ці дві рівності, то отримаємо наступне: 

 

(Ф1 − Ф2)+[𝛼(𝑡)] = (Ф1 − Ф2)−(𝑡). 

 

Позначимо вираз (Ф1 − Ф2) =  Ф∗ , тоді остання крайова умова вираз 

перетвориться в  
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Ф∗+[𝛼(𝑡)] = Ф∗−(𝑡). 

 

Отже, задачу зведено до (3.2). Відповідно до леми 3.1, задача з крайової умовою 

(3.2) має один розв'язок, який дорівнює нулю. Тобто, Ф∗ = 0, Ф1 = Ф2 .   

Внаслідок однозначності розв’язку, форма його подання не впливає на 

результат. Розв’язок задачі (3.3) будемо шукати у вигляді  

 

Ф+(𝑧) =  
1

2𝜋𝑖
∮

𝜑[𝛽(𝜏)]

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏,            𝑧 𝜖𝐷+ ,                                 (3.4)

 

𝛾

 

Ф−(𝑧) =  
1

2𝜋𝑖
∮

𝜑(𝜏)

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏,               𝑧 𝜖𝐷− ,                                   (3.5)

 

𝛾

 

 

де 𝜑(𝜏) – шукана функція точок контура 𝛾, яка задовольняє умову Гельдера, а 

𝛽(𝜏) – зсув, обернений до 𝛼(𝑡). 

Із формули (3.4) маємо 

 

Ф+(𝑡∗) =
1

2
𝜑[𝛽(𝑡∗)] +

1

2𝜋𝑖
∮

𝜑[𝛽(𝜏∗)]

𝜏∗ − 𝑡∗ 𝑑𝜏∗.   

 

𝛾

 

 

Зробимо заміну та відповідні їй перетворення 

 

     𝑡∗ = 𝛼(𝑡) ;     𝜏∗ =   𝛼(𝜏),      𝜏 = 𝛼−1(𝜏∗) =  𝛽(𝜏∗), 

𝑑𝜏∗ = 𝛼′(𝜏)𝑑𝜏. 

 

Зважаючи на те, що зсув переводить контур в себе, з останнього матимемо: 

 

Ф+[𝛼(𝑡)] =
1

2
𝜑[𝛽(𝛼(𝑡))] +

1

2𝜋𝑖
 ∮

𝜑(𝜏)

𝛼(𝜏) − 𝛼(𝑡)
𝛼′(𝜏)𝑑𝜏,           

 

𝛾
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Після спрощення отримуємо  

 

Ф+[𝛼(𝑡)] =
1

2
𝜑(𝑡) +

1

2𝜋𝑖
∮

𝜑(𝜏)

𝛼(𝜏) − 𝛼(𝑡)
𝛼′(𝜏)𝑑𝜏,           

 

𝛾

 

 

Отже, із формул (3.4) та (3.5) на основі формул Сохоцького отримуємо  

 

Ф+[𝛼(𝑡)] =  
1

2
𝜑(𝑡) +

1

2𝜋𝑖
∮

𝛼′(𝜏)

𝛼(𝜏) − 𝛼(𝑡)
𝜑(𝜏) 𝑑𝜏,                  (3.6)

 

𝛾

 

Ф−(𝑡) =  −
1

2
𝜑(𝑡) +

1

2𝜋𝑖
∮

𝜑(𝜏)

𝜏 − 𝑡
𝑑𝜏.                               (3.7)

 

𝛾

 

 

Із формул (3.6) і (3.3) маємо  

 

1

2
𝜑(𝑡) +

1

2𝜋𝑖
∮

𝛼′(𝜏)

𝛼(𝜏) − 𝛼(𝑡)
𝜑(𝜏) 𝑑𝜏 =  −  

1

2
𝜑(𝑡) +  

1

2𝜋𝑖
 

 

𝛾

∮
𝛼(𝜏)

𝜏 − 𝑡
𝑑𝜏 + 𝑔(𝑡),

 

𝛾

 

 

що еквівалентно рівнянню 

 

𝜑(𝑡) −
1

2𝜋𝑖
∮ [

1

𝜏 − 𝑡
−

𝛼′(𝜏)

𝛼(𝜏) − 𝛼(𝑡)
] 𝜑(𝜏)𝑑𝜏   = 𝑔(𝑡),       𝑡 𝜖 𝛾.          

 

𝛾

(3.8) 

 

Використаємо лему 1.1. Із властивостей функцій, що задовольняють умову 

Гельдера, випливає що при 𝜆 > 1 такі функції є сталими. Оскільки ми маємо 

справу з несталими функціями, то 0 < 𝜆 ≤ 1. Звідси 1 − 𝜆𝜖[0,1), що відповідає 

інтегровній особливості. Тому ми отримуємо рівняння Фредгольма другого роду. 

Базуючись, на лемі 3.1, однорідне рівняння (3.8) має лише нульовий розв’язок. 
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Отже, рівняння (3.8) має єдиний розв’язок 𝜑(𝑡) за будь-якого значення функції 

𝑔(𝑡)𝜖𝐻𝜆(𝛾). 

Обчислюючи розв’язок рівняння (3.8) і підставляючи його в формули (3.3) 

і (3.4), таким чином ми знаходимо розв’язок задачі про стрибок (3.1).  

 

3.2.2 Приклади розв’язання задачі Газемана-Рімана про стрибок 

 

Приклад 3.1 Нехай 𝛾 = {𝑡 ∶ |𝑡| = 1}. Знайти розв’язки задачі Газемана  

 

Ф+(𝑒𝑖𝜉𝑡) = Ф−(𝑡) +
𝑡 + 1

𝑡2 ,                  𝑡 𝜖 𝛾,  

 

де 0 <  𝜉 < 2𝜋. 

Розв’язання. Узагальнюючи приклад 2.1, приходимо до висновку, що 

відображення 𝛼(𝑡) = 𝑒𝑖𝜉𝑡 є зсувом. Зворотне відображення має вигляд  

𝛽(𝑡) = 𝑒−𝑖𝜉𝑡. 

Використаємо рівняння (3.8) 

 

𝜑(𝑡) −
1

2𝜋𝑖
∮ [

1

𝜏 − 𝑡
−

𝛼′(𝜏)

𝛼(𝜏) − 𝛼(𝑡)
] 𝜑(𝜏)𝑑𝜏   = 𝑔(𝑡),       𝑡 𝜖 𝛾.  

 

𝛾

     

 

Спростимо ядро інтегрального рівняння Фредгольма другого роду  

1

𝜏−𝑡
−

𝛼`(𝜏)

𝛼(𝜏)−𝛼(𝑡)
  у цьому випадку:  

 

𝛼′(𝜏) =  𝑒𝑖𝜉 ∙ 1;   

𝛼′(𝜏)

𝛼(𝜏) − 𝛼(𝑡)
=  

𝑒𝑖𝜉

𝑒𝑖𝜉𝜏 − 𝑒𝑖𝜉𝑡
=  

1

𝜏 − 𝑡
. 
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Отже, 𝐾(𝑡, 𝜏) =  
1

𝜏−𝑡
−

1

𝜏−𝑡
= 0, тобто ядро дорівнює нулю. Підставляючи 

отримане до (3.8), знайдемо 

 

𝜑(𝑡) +  
1

2πi
∙ 0 =  

𝑡 + 1

𝑡2 ; 

𝜑(𝑡) =  
𝑡 + 1

𝑡2
. 

 

Тепер знайдемо розв’язок задачі за допомогою формул (3.4) та (3.5). За 

формулою (3.4)  

 

Ф−(𝑧) =  
1

2𝜋𝑖
∮

𝜏 + 1

𝜏2 ∙
𝑑𝜏

𝜏 − 𝑧
,               𝑧 𝜖𝐷−.

 

𝛾

  

 

Тут 
𝜏+1

𝜏2
= 𝜑(𝜏) – функція щільності інтервалу типу Коші. Подовження 𝜑(𝜏) на 

всю комплексну площину 𝜑(𝑧) =  
𝑧+1

𝑧2
. Особливою точкою цієї функції є  

𝑧 = 0 𝜖𝐷+, тому 𝜑(𝑧) аналітична в області 𝐷− і неперервна в 𝐷− ∪ 𝛾, крім того, 

𝜑(∞) = 0, тому застосуємо формулу (1.2) у вигляді 

 

1

2πi
∫

𝜑(𝜏)

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏 = {

𝜑(∞),       𝑧 𝜖 𝐷+;

𝜑(∞) − 𝜑(𝑧), 𝑧𝜖𝐷−.
 

 

𝛾

 

 

Отже, 

 

1

2𝜋𝑖
∮

𝜏 + 1

𝜏2 ∙
𝑑𝜏

𝜏 − 𝑧
=  

 

𝛾

{
0,       𝑧 𝜖 𝐷+;

0 −  
𝑧 + 1

𝑧2 , 𝑧 𝜖𝐷− .
 

 

Тому,  
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Ф−(𝑧) = − 
𝑧 + 1

𝑧2 , 𝑧 𝜖𝐷−. 

 

Тепер маємо знайти розв’язок, де 𝑧 𝜖𝐷+. Для цього скористаємось 

формулою (3.4) 

 

Ф+(𝑧) =  
1

2𝜋𝑖
∮

𝜑[𝛽(𝜏)]

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏,            𝑧 𝜖𝐷+ ,                                 (3.4)

 

𝛾

 

 

Відомо, що  𝜑(𝜏) =
𝜏+1

𝜏2
, 𝛽(𝜏) = 𝑒−𝑖𝜉𝜏, тому 

 

𝜑[𝛽(𝜏)]  =  
𝑒−𝑖𝜉𝜏 + 1

(𝑒−𝑖𝜉𝜏)2
=  

𝑒−𝑖𝜉𝜏 + 1

𝑒−2𝑖𝜉𝜏2
. 

 

Отримане підставляючи до (3.4)  

 

Ф+(𝑧) =  
1

2𝜋𝑖
∮  

𝑒−𝑖𝜉𝜏 + 1

𝑒−2𝑖𝜉𝜏2
∙

𝑑𝜏

𝜏 − 𝑧
,            𝑧 𝜖𝐷+.  

 

𝛾

 

 

Функцією щільності є 𝑓(𝜏) =
𝑒−𝑖𝜉𝜏+1

𝑒−2𝑖𝜉𝜏2
. Її подовженням на всю комплексну 

площину  є 𝑓(𝑧) =
𝑒−𝑖𝜉𝑧+1

𝑒−2𝑖𝜉𝑧2
. Особливі точки даної функції 𝑧 = 0 𝜖𝐷+, тому 𝑓(𝑧) – 

аналітична в області 𝐷−.  Оскільки 𝑓(∞) = 0, то 

 

1

2𝜋𝑖
∮  

𝑒−𝑖𝜉𝜏 + 1

𝑒−2𝑖𝜉𝜏2
∙

𝑑𝜏

𝜏 − 𝑧
=  {

0, 𝑧 𝜖 𝐷+

0 −  
𝑒−𝑖𝜉𝑧 + 1

𝑒−2𝑖𝜉𝑧2
, 𝑧 𝜖 𝐷−.

   

 

𝛾

 

 

Тому 
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Ф+(𝑧)  =  0. 

 

В результаті отримали  

 

Ф+(𝑧)  =  0,  Ф−(𝑧) = − 
𝑧 + 1

𝑧2 . 

 

Проведемо перевірку отриманого розв’язку. Знаючи, що Ф+(𝑧)  =  0, 

обчислимо граничне значення на контурі 𝛾  в точці 𝑡 𝜖 𝛾: 

 

Ф+(𝑡) = Ф+(𝑒𝑖𝜉𝑡) = 0, 

 

Тепер знайдемо граничне значення на конурі для функції Ф−(𝑧) = − 
𝑧+1

𝑧2
. 

Оскільки функція −
𝑧+1

 𝑧2
 неперервна на контурі 𝛾, то 

 

Ф−(𝑡) = lim
𝑧→𝑡

Ф−(𝑧) = lim
𝑧→𝑡

(−
𝑧 + 1

𝑧2 ) = −
𝑡 + 1

𝑡2  . 

   

Підставимо отримані вище функції до крайової умови 

 

Ф+(𝑒𝑖𝜉𝑡)  =  Ф−(𝑡) +
𝑡 + 1

𝑡2 , 

0 =  −
𝑡 + 1

𝑡2
 +  

𝑡 + 1

𝑡2
,  

 

що є тотожністю. Перевірка підтверджує правильність знайденого розв’язку. 

Приклад 3.2 Нехай 𝛾 = {𝑡 ∶ |𝑡| = 1}. Знайти розв’язки задачі Газемана  

 

Ф+ (
𝑡 −  𝑧0 

𝑧0̅𝑡 − 1
) = Ф−(𝑡) +

2𝑡2 + 1

𝑡 + 2
,              𝑡 𝜖 𝛾, 𝑧0 𝜖 𝐷+.  
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Розв’язання. У прикладі 1.2 було доведено, що відображення  

𝛼(𝑡) =
𝑡 − 𝑧0 

𝑧0 ̅̅ ̅̅ 𝑡−1
 визначає зсув одиничного кола. У прикладі 1.2 також знайдено 

зворотну функцію 𝛽(𝑡∗) до функції 𝛼(𝑡) −  

 

𝛽(𝑡∗) =  
𝑡∗ −  𝑧0

𝑧0̅𝑡∗  −  1 
. 

 

Розглянемо інтегральне рівняння (3.8) і знайдемо його ядро  

 [
1

𝜏−𝑡
−  

𝛼′(𝜏)

𝛼(𝜏)−𝛼(𝑡)
].  Проведемо деякі перетворення: 

 

𝛼′(𝜏) =
 𝑧0𝑧0̅  −  1

(𝑧0
̅̅ ̅̅ 𝜏 −  1)2

≠ 0; 

𝛼(𝜏) − 𝛼(𝑡) =
𝜏 −  𝑧0

𝑧0̅𝜏 − 1
−

𝑡 −   𝑧0

𝑧0̅𝑡 −  1  
=

 (𝑧0𝑧0̅ − 1) (𝜏 − 𝑡)

(𝑧0̅𝜏 − 1)(𝑧0̅𝑡 − 1)
; 

𝛼′(𝜏)

𝛼(𝜏) − 𝛼(𝑡)
=

𝑧0̅𝑡 − 1

 (𝜏 − 𝑡)(𝑧0̅𝜏 −  1)
; 

1

𝜏 − 𝑡
−  

𝛼′(𝜏)

𝛼(𝜏) − 𝛼(𝑡)
=

𝑧0̅

𝑧0̅𝜏 − 1
. 

 

Отже, інтегральне рівняння набуває вигляду 

 

𝜑(𝑡)  −  
1

2𝜋𝑖
∮

𝑧0̅

𝑧0̅𝜏 − 1
𝜑(𝜏)𝑑𝜏 =  

2𝑡2 + 1

𝑡 + 2
, 𝑡 𝜖 𝛾.

 

𝛾

   

 

В п. 3.2.1 було зазначено, що інтегральне рівняння має єдиний розв’язок, 

тому його пошук не залежить від методу. Розв’язувати дану задачу будемо 

методом послідовних наближень. Збіжність послідовних наближень перевіримо 

в процесі розв’язання. Якщо послідовність буде збігатися, то гранична функція 
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буде розв’язком рівняння. У супротивному випадку потрібно шукати інший 

метод. 

Отже, наступне та попереднє наближення в методі послідовних наближень 

пов’язані співвідношенням: 

 

𝜑𝑛 +1(𝑡) =
1

2𝜋𝑖
∮

𝑧0̅

𝑧0̅𝜏 − 1
𝜑𝑛(𝜏)𝑑𝜏 +  

2𝑡2 + 1

𝑡 + 2
 ,

 

𝛾

  𝑡 𝜖 𝛾. 

 

Знайдемо послідовні наближення, обравши за нульове наближення 𝜑0(𝑡)  =  0. 

Тоді знайдемо перше і друге наближення: 

 

𝜑1(𝑡)  =  0 +  
2𝑡2 + 1

𝑡 + 2
; 

𝜑2(𝑡) =
1

2𝜋𝑖
∮

𝑧0̅

𝑧0̅𝜏 − 1
∙

2𝜏2 + 1

𝜏 + 2
𝑑𝜏 +  

2𝑡2 + 1

𝑡 + 2
, 𝑡 𝜖 𝛾.

 

𝛾

 

 

Розглянемо підінтегральну функцію другого наближення і подовжимо її на 

всю комплексну площину 

 

𝑓(𝑧) =
𝑧0̅

𝑧0̅𝑧 − 1
∙

2𝑧2 + 1

𝑧 + 2
. 

 

Особливі точки цієї функції:  

 

[
𝑧0̅𝑧 − 1 = 0,

𝑧 + 2 = 0;
 

[
𝑧1  =  

1
𝑧0̅

=
𝑧0

|𝑧0|
,

𝑧2  = −2.
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Точки 𝑧1, 𝑧2  𝜖 𝐷−, тому функція  𝑓(𝑧) – аналітична в 𝐷+. Отже,  за теоремою Коші 

(класичною) 

 

∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝜏 = 0.

 

𝛾

 

 

Отже, послідовність наближень є стаціонарною 

 

𝜑2(𝑡) =
2𝑡2 + 1

𝑡 + 2
 =  𝜑3(𝑡) =  …  =  𝜑𝑛(𝑡), 

 

а її границя має вигляд 

 

lim
𝑛→∞

𝜑𝑛(𝑡) =
2𝑡2 + 1

𝑡 + 2
= 𝜑(𝑡) , 𝑡 𝜖 𝛾. 

 

Що і буде розв’язком даного інтегрального рівняння.  

Тепер, використовуючи формули (3.4) та (3.5), знайдемо розв’язок задачі. 

Спочатку розглянемо функцію Ф−(𝑧) : 

 

Ф−(𝑧) =  
1

2𝜋𝑖
∮

2𝜏2 + 1

𝜏 + 2
∙

𝑑𝜏

𝜏 − 𝑧
 .                                          (3.9)

 

𝛾

 

 

Особлива точка функції щільності 𝜑(𝑧) − це  𝑧2  = −2 𝜖 𝐷−, тому функція 𝜑(𝑧) 

аналітична в 𝐷+. Отже, за формулою (1.2) 

 

Ф−(𝑧) =  
1

2𝜋𝑖
∮

2𝜏2 + 1

𝜏 + 2
∙

𝑑𝜏

𝜏 − 𝑧
 =  0 .   

 

𝛾
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Тепер шукаємо Ф+(𝑧). Знайдемо функцію щільності відповідного 

інтеграла 

 

𝜑(𝛽(𝜏)) =
2 (

𝜏 − 𝑧0

𝑧0̅𝜏 − 1
)

2
+ 1

𝜏 − 𝑧0

𝑧0̅𝜏 − 1
+ 2

=
2(𝜏 − 𝑧0)2 + (𝑧0̅𝜏 − 1)2 

(𝜏 − 𝑧0 + 2(𝑧0̅𝜏 − 1))(𝑧0̅𝑡 − 1)
. 

 

Розглянемо функцію 𝜑(𝛽(𝑧)) і подовжимо її на всю комплексну площину.  

 

𝜑(𝛽(𝑧)) =
2 (

𝑧 − 𝑧0

𝑧0̅𝑧 − 1
)

2
+ 1

𝑧 − 𝑧0

𝑧0̅𝑧 − 1
+ 2

=
2(𝑧 − 𝑧0)2 + (𝑧0̅𝑧 − 1)2 

(𝑧 − 𝑧0 + 2(𝑧0̅𝑧 − 1))(𝑧0̅𝑧 − 1)
 =  𝐻(𝑧). 

 

Особливі точки:  

 

𝑧1  =  
1

𝑧0̅
=

𝑧0

|𝑧0|
  𝜖 𝐷−; 

𝑧 − 𝑧0 + 2(𝑧0̅𝑧 − 1) = 0 ⟺   𝑧3 =  
−2 + 𝑧0

1 −  2𝑧0̅
. 

 

Щоб дізнатись місце розміщення другої точки, необхідно порівняти модулі 

чисельника і знаменника. Нехай 𝑧0 = 𝑥 + 𝑖𝑦. Тоді 

 

|−2 + 𝑧0|2  
?

 >  |1 −  2𝑧0̅|2; 

|−2 + 𝑥 + 𝑖𝑦|2  
?

 >   |1 −  2(𝑥 − 𝑖𝑦)|2; 

(−2 + 𝑥)2 + 𝑦2  
?

 >   (1 − 2𝑥)2 + 4𝑦2; 

4 − 4𝑥 + 𝑥2 + 𝑦2  
?

 >   1 − 4𝑥 + 𝑥2 + 4𝑦2; 

3  
?

 >   3𝑥2 + 3𝑦2. 
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Оскільки 𝑧0 𝜖 𝐷+, то 1  >  𝑥2 + 𝑦2. Отримане означає, що модуль чисельника 

більший за модуль знаменника, тобто точка 𝑧3 𝜖 𝐷−. Отже, обидві особливі точки 

функції 𝜑(𝛽(𝑧)) =  𝐻(𝑧) лежать в області  𝐷−. З цього випливає, що функція  

 

𝐻(𝑧) =
2(𝑧 − 𝑧0)2 + (𝑧0̅𝑧 − 1)2 

(𝑧 − 𝑧0 + 2(𝑧0̅𝑧 − 1))(𝑧0̅𝑧 − 1)
;                             (3.10) 

 

аналітична в 𝐷+. Відповідно до формули (1.1) 

 

Ф+(𝑧) =  
1

2𝜋𝑖
∮

𝐻(𝜏)

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏

 

𝛾

= 𝐻(𝑧), 𝑧 𝜖𝐷+ .                        (3.11) 

 

Відповідь.  

 

Ф+(𝑧) =
2(𝑧 − 𝑧0)2 + (𝑧0̅𝑧 − 1)2 

(𝑧 − 𝑧0 + 2(𝑧0̅𝑧 − 1))(𝑧0̅𝑧 − 1)
, Ф−(𝑧) =  0. 

 

 

3.3 Однорідна задача Газемана-Рімана 

 

3.3.1 Відомі теоретичні викладки щодо отримання розв’язку 

однорідної задачі Газемана-Рімана 

 

Нижче наведемо теоретичні аспекти щодо розв’язання однорідної задачі 

Газемана-Рімана, які є викладом матеріалу робіт [9, 12]. 

Розглянемо однорідну задачу  

 

Ф+[𝛼(𝑡)]  =  𝐺(𝑡)Ф−(𝑡),     𝑡 𝜖 𝛾 ,                                   (3.12) 
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за умови Ф−(∞) =  1, і нехай 𝜅 = 𝐼𝑛𝑑 𝐺(𝑡). 

Вивчимо спочатку випадок 𝜅 = 0. Тоді, логарифмуючи крайову умову (3.8), 

приходимо до крайової задачі 

 

ln Ф+[𝛼(𝑡)]  = 𝑙𝑛 𝐺(𝑡) + 𝑙𝑛 Ф−(𝑡),          𝑡 𝜖 𝛾, 

 

розв’язок якої, аналогічно до випадку задачі про стрибок, будемо шукати у 

вигляді  

 

ln Ф+(𝑧)  = 
1

2𝜋𝑖
∮

𝜑1[𝛽(𝜏)]

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏,

 

𝛾

       𝑧 𝜖𝐷+, 

ln Ф−(𝑧)  = 
1

2𝜋𝑖
∮

𝜑1(𝜏)

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏,

 

𝛾

       𝑧 𝜖𝐷−, 

 

де невідома щільність 𝜑1(𝑡) є розв’язком рівняння 

 

𝜑1(𝑡)  −  
1

2𝜋𝑖
∮ [

1

𝜏 − 𝑡
−

𝛼`(𝜏)

𝛼(𝜏) − 𝛼(𝑡)
] 𝜑1 (𝜏)𝑑𝜏   = 𝑙𝑛 𝐺(𝑡),       𝑡 𝜖 𝛾.     (3.13) 

 

𝛾

  

 

Знаходячи розв'язок рівняння (3.13), тим самим знаходимо розв'язок задачі 

(3.12) у випадку 𝜅 = 0, тобто із цього випливає, що будь-яку функцію 𝐺(𝑡), яка 

відмінна від нуля на контурі 𝛾 і задовольняє на ньому умову Гельдера, можна 

зобразити у вигляді  

 

𝐺(𝑡) =  
𝑋+[𝛼(𝑡)]

𝑋−(𝑡)
,        𝑡 𝜖 𝛾,                                (3.14) 
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де 𝑋±(𝑡) – крайові значення функцій, аналітичних у верхній та нижній 

півплощинах, що визначаються формулами  

 

𝑋+(𝑧)  =  𝑒Г+(𝑧),                            𝑋−(𝑧)  =  𝑒Г −(𝑧), 

де  

Г+(𝑧) =  
1

2𝜋𝑖
∮

𝜑1[𝛽(𝜏)]

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏,  

 

𝛾

       Г−(𝑧) =  
1

2𝜋𝑖
∮

𝜑1(𝜏)

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏.  

 

𝛾

 

 

Нехай 𝜅 ≠ 0. Тоді функція 𝑡 −𝜅𝐺(𝑡) зображується у вигляді  

 

𝑡 −𝜅𝐺(𝑡) =  
𝑋+[𝛼(𝑡)]

𝑋−(𝑡)
,                   𝑡 𝜖 𝛾,                              (3.15)  

де  

𝑋+(𝑧)  =  𝑒Г+(𝑧),                            𝑋−(𝑧)  =  𝑒Г −(𝑧),                      (3.16)  

Г+(𝑧) =  
1

2𝜋𝑖
∮

𝜔[𝛽(𝜏)]

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏,  

 

𝛾

       Г−(𝑧) =  
1

2𝜋𝑖
∮

𝜔(𝜏)

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏,    

 

𝛾

        (3.17) 

 

а функція 𝜔(𝑡) – розв'язок рівняння  

 

𝜔(𝑡)  −  
1

2𝜋𝑖
∮ [

1

𝜏 − 𝑡
−

𝛼`(𝜏)

𝛼(𝜏) − 𝛼(𝑡)
] 𝜔 (𝜏)𝑑𝜏   = 𝑙𝑛 [𝑡 −𝜅𝐺(𝑡)],       𝑡 𝜖 𝛾.     (3.18) 

 

𝛾

 

 

Звідси крайову умову (3.12) можна переписати у вигляді  

 

Ф+[𝛼(𝑡)]

𝑋+[𝛼(𝑡)]
 =  𝑡 𝜅

Ф−(𝑡)

𝑋−(𝑡)
 ,      𝑡 𝜖 𝛾.  

 

Тоді у випадку 𝜅 > 0, використовуючи теорему Леувіля [2, 7, 9], розв'язок 

останньої задачі шукаємо у вигляді 
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Ф+(𝑧) =
𝑋+(𝑧)

2𝜋𝑖
∮

𝜌[𝛽(𝜏)]

𝜏 −  𝑧
 𝑑𝜏,

 

𝛾

                                    (3.19) 

Ф−(𝑧) =  𝑧−𝜅𝑋−(𝑧) {
1 

2𝜋𝑖
∮

𝜌(𝜏)

𝜏 −  𝑧
 𝑑𝜏 +  𝑃𝜅(𝑧)

 

𝛾

},             (3.20) 

 

де 𝑃𝜅(𝑧) – довільний многочлен степеня 𝜅 , а невідома щільність 𝜌(𝑡) є розв'язком 

рівняння  

 

𝜌(𝑡)  −   
1

2𝜋𝑖
∮ [

1

𝜏 − 𝑡
−

𝛼`(𝜏)

𝛼(𝜏) − 𝛼(𝑡)
] 𝜌 (𝜏)𝑑𝜏   = 𝑃𝜅(𝑡),       𝑡 𝜖 𝛾.              (3.21)

 

𝛾

  

 

Таким чином, при додатному індексі однорідна задача Газемана-Рімана є 

розв'язною і в класі обмежених функцій має 𝜅 + 1 лінійно незалежних розв'язків.  

Якщо ж 𝜅 < 0, то на основі леми 3.1 одержуємо, що Ф+(𝑧) = Ф−(𝑧)  ≡ 0, 

тобто при від'ємному індексі однорідна задача Газемана має лише тривіальний 

розв'язок і є нерозв'язною. 

 

3.3.2 Приклади розв’язання однорідної задачі Газемана-Рімана 

 

Приклад 3.3 Розв’язати задачу Газемана-Рімана  

 

Ф+(е𝑖𝜉𝑡) = 𝑡 Ф−(𝑡), 𝑡 𝜖 𝛾 

 

на контурі 𝛾 = {𝑡 ∶ |𝑡| = 1}. 

Розв’язання. Для даної задачі 𝐺(𝑡) = 𝑡, 𝑔(𝑡) = 0, тому поставлена задача 

є однорідною. 
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Знайдемо індекс функції 𝐺(𝑡), який позначається 𝑖𝑛𝑑 𝐺(𝑡) = 𝜅. Нулем 

функції 𝐺(𝑧) = 𝑧  є точка  𝑧 = 0, полюсів функція не має, тому 𝑁+ = 1, 𝑃+ =  0,  

звідки 𝜅 = 𝑁+ −   𝑃+ =  1. 

В прикладі 3.1 було знайдено ядро рівняння (3.18) 

 

𝐾(𝑡, 𝜏) =  0, 

 

тоді його розв’язком буде функція  

 

𝜔(𝑡) = ln[𝑡−1 ∙ 𝑡]  = 0. 

 

Застосуємо формули  (3.17), а потім (3.16): 

 

Г+(𝑧) = Г−(𝑧) =  0; 

𝑋+(𝑧) = 𝜆−(𝑧)  = е0 = 1.  

 

Тепер для однорідної задачі спочатку знайдемо розв’язок рівняння (3.21) з 

урахуванням того, що його ядро нульове. Маємо: 

 

𝜌(𝑡) =  𝑃𝜅(𝑡) =  𝐴𝑡 +  𝐵. 

 

Застосуємо формулу (3.19) 

 

Ф+(𝑧) =
1 

2𝜋𝑖
∮

𝐴𝑒−𝑖𝜉𝜏  +  𝐵

𝜏 −  𝑧
 𝑑𝜏.

 

𝛾

 

 

Функцією щільності інтеграла, що визначає шукану функцію, є 

 𝑓(𝑧) = 𝐴𝑒−𝑖𝜉𝑧  +  𝐵. Вона не має особливих точок в області 𝐷+, тому є 

аналітичною в 𝐷+. Застосовуємо формулу (1.1), отримуємо: 
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Ф+(𝑧) = 𝐴𝑒−𝑖𝜉𝑧 + 𝐵. 

 

Тепер використаємо формулу (3.20): 

 

Ф−(𝑧) = 𝑧−1 ∙ 1 ∙ {
1 

2𝜋𝑖
∮

𝐴𝜏  +  𝐵

𝜏 −  𝑧
 𝑑𝜏 + 𝐴𝑧 +  𝐵

 

𝛾

}. 

 

Розглянемо інтеграл 𝜑(𝑧) =
1 

2𝜋𝑖
∮

𝐴𝜏  + 𝐵

𝜏 − 𝑧
 𝑑𝜏,

 

𝛾
 де 𝑧 є 𝐷−. Відповідно до (1.1) 

матимемо  𝜑(𝑧) = 0. Отже,  

 

Ф−(𝑧) = 𝑧−1{0 + 𝐴𝑧 +  𝐵}. 

 

Отримаємо 

 

Ф+(𝑧) = 𝐴𝑒−𝑖𝜉𝑧 + 𝐵, 

Ф−(𝑧) =
𝐴𝑧 +  𝐵

𝑧 
.     

 

Застосуємо умову із загальної постановки задачі Газемана-Рімана  

Ф−(∞) = 1. Із подання функції Ф−(𝑧) маємо Ф−(∞) = А ,з урахуванням умови 

одержимо А =  1. 

Відповідь: 

 

Ф+(𝑧) = 𝑒−𝑖𝜉𝑧 + 𝐵, 

Ф−(𝑧) =
𝑧 + 𝐵

𝑧 
. 

 

Перевірка показує, що отримані функції будуть розв'язками крайової 

задачі, оскільки перетворюють крайову умову на тотожність. 
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Приклад 3.4 Розв’язати задачу Газемана-Рімана  

 

Ф+ (
𝑡 −  𝑧0

𝑧0̅𝑡 − 1
) = (

𝑡 −  𝑧0

𝑧0̅𝑡 − 1
)

2

Ф−(𝑡), 𝑡 𝜖 𝛾 

 

на контурі 𝛾 = {𝑡 ∶ |𝑡| = 1}. 

Розв’язання. Оскільки 𝑔(𝑡) = 0, то поставлена задача є однорідною.  

Для даної задачі 𝐺(𝑡) = (
𝑡 − 𝑧0

𝑧0̅̅ ̅𝑡−1
)

2
. Шукаємо індекс функції 𝐺(𝑡), який 

позначається 𝑖𝑛𝑑 𝐺(𝑡) = 𝜅. З урахуванням другого степеня в даній задачі, нулем 

другого порядку функції 𝐺(𝑧) = 𝑧  є точка  𝑧 = 𝑧0,  тому 𝑁+ = 2. Оскільки 

𝑧0̅ 𝜖 𝐷+, то  
1

𝑧0̅̅ ̅
 𝜖 𝐷−.  Таким чином, в області 𝐷+полюсів немає, тобто 𝑃+ =  0,  

звідки  

 

𝜅 = 𝑁+ −   𝑃+ =  2. 

 

Наступним кроком є розв’язання інтегрального рівняння (3.18). У раніше 

розв’язаному прикладі 3.2 ми вже спрощували ядро аналогічного рівняння і 

отримали 𝐾(𝑡, 𝜏) =
𝑧0̅̅ ̅

𝑧0̅̅ ̅𝜏−1
. 

Тепер застосуємо модифіковану формулу (3.18), де замість 𝑡 −𝜅 підставимо 

вираз (𝑡 − 𝑧0)−𝜅, тим самим спростивши розв’язання рівняння. Для даного 

прикладу відповідне рівняння набуде вигляду 

 

𝜔(𝑡) −  
1

2𝜋𝑖
∮

𝑧0̅

𝑧0̅𝜏 − 1
𝜔 (𝜏)𝑑𝜏 = 𝑙𝑛 [(𝑡 − 𝑧0)−2 (

𝑡 −  𝑧0

𝑧0̅𝑡 − 1
)

2

] 

 

𝛾

 

Перетворимо його: 

 

𝜔(𝑡)  −  
1

2𝜋𝑖
∮

𝑧0̅

𝑧0̅𝜏 − 1
𝜔 (𝜏)𝑑𝜏   = −2𝑙𝑛 [𝑧0̅𝑡 − 1].

 

𝛾
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Знайдемо розв’язок інтегрального рівняння методом послідовних 

наближень. За нульове наближення візьмемо функцію  

 

𝜔0(𝑡) = −2𝑙𝑛 [𝑧0̅𝑡 − 1]. 

 

Тоді  

 

𝜔1(𝑡) = −2 
1

2𝜋𝑖
∮

𝑧0̅

𝑧0̅𝜏 − 1
𝑙𝑛 [𝑧0̅𝜏 − 1] 𝑑𝜏   − 2𝑙𝑛 [𝑧0̅𝑡 − 1].

 

𝛾

 

 

Розглянемо підінтегральну функцію ℎ(𝑧) =
𝑧0̅̅ ̅

𝑧0̅̅ ̅𝑧−1
𝑙𝑛 [𝑧0̅𝑧 − 1], подовжену на всю 

комплексну площину. Вона має особливу точку 𝑧 =
1

𝑧0̅̅ ̅
, що лежіть назовні 

контура, тому функція аналітична всередині контура. Застосуємо класичну 

теорему Коші, матимемо 

 

1

2𝜋𝑖
∮

𝑧0̅

𝑧0̅𝜏 − 1
𝑙𝑛 [𝑧0̅𝜏 − 1] 𝑑𝜏

 

𝛾

= 0, 

𝜔1(𝑡) = −2𝑙𝑛 [𝑧0̅𝑡 − 1]. 

 

Звідси випливає, що  

 

𝜔0(𝑡) = 𝜔1(𝑡) = … = 𝜔𝑛(𝑡) = ⋯ = −2𝑙𝑛 [𝑧0̅𝑡 − 1]. 

𝜔(𝑡) = lim
𝑛

𝜔𝑛(𝑡) = − 2𝑙𝑛 [𝑧0̅𝑡 − 1]. 

 

Тепер застосуємо формулу (3.17), ураховуючи (1.1) 
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Г+(𝑧) = −2 
1

2𝜋𝑖
∮

1

𝜏 − 𝑧
𝑙𝑛 [𝑧0̅

𝜏 −  𝑧0

𝑧0̅𝜏 − 1
− 1] 𝑑𝜏

 

𝛾

= 

= −2 
1

2𝜋𝑖
∮

1

𝜏 − 𝑧
𝑙𝑛 [

1 −  𝑧0̅𝑧0

𝑧0̅𝜏 − 1
] 𝑑𝜏

 

𝛾

= −2𝑙𝑛 [
1 −  𝑧0̅𝑧0

𝑧0̅𝑧 − 1
] ; 

Г−(𝑧) = −2 
1

2𝜋𝑖
∮

1

𝜏 − 𝑧
𝑙𝑛 [𝑧0̅𝜏 − 1] 𝑑𝜏

 

𝛾

= 0. 

 

Результат отримано внаслідок аналітичності обох функцій щільності в 

області  𝐷+. 

За формулою (3.16) отримуємо 

 

𝑋+(𝑧) =  𝑒
−2𝑙𝑛 [

1− 𝑧0̅̅ ̅𝑧0
𝑧0̅̅ ̅𝜏−1

]
= (

𝑧0̅𝑧 − 1

1 −  𝑧0̅𝑧0
)

2

; 

𝑋−(𝑧) = 1. 

 

Наступним кроком шукаємо розв’язок рівняння  (3.21) 

 

𝜌(𝑡)  −   
1

2𝜋𝑖
∮

𝑧0̅ 𝜌(𝜏)

𝑧0̅𝜏 − 1
𝑑𝜏

 

𝛾

 =  𝐴 𝑡2 + 𝐵 𝑡 + 𝐶 

 

Для розв’язання даного рівняння використаємо метод послідовних наближень:\. 

За нульове наближення обираємо  

 

ρ0(𝑡)  =  𝐴 𝑡2 + 𝐵 𝑡 + 𝐶. 

 

Тоді перше наближення набуде вигляду 

 

ρ1(𝑡)  =
1

2𝜋𝑖
∮

𝑧0̅ 

𝑧0̅𝜏 − 1
∙ (𝐴 𝜏2 + 𝐵 𝜏 + 𝐶) 𝑑𝜏

 

𝛾

+ 𝐴 𝑡2 + 𝐵 𝑡 + 𝐶.  
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Розглянемо  підінтегральну функцію  

 

𝑓 (𝑧)  =  
𝑧0̅ 

𝑧0̅𝜏 − 1
∙ (𝐴 𝜏2 + 𝐵 𝜏 + 𝐶). 

 

Її особлива точка 𝑧 =  
1

𝑧0̅̅ ̅
  не лежить всередині контура, тому ця функція 𝑓 (𝑧) 

аналітична в 𝐷+. За класичною теоремою Коші, інтеграл, що обчислюється, 

дорівнює нулю. Таким чином, отримуємо: 

 

ρ1(𝑡)  = 𝐴 𝑡2 + 𝐵 𝑡 + 𝐶 =  ρ2(𝑡)  = . . . =  ρ𝑛(𝑡)  = . ..  

  

Тобто, границя послідовних наближень дорівнює 

 

lim
𝑛→∞

ρ𝑛(𝑡) =  𝐴 𝑡2 + 𝐵 𝑡 + 𝐶 =  𝜌(𝑡). 

 

Далі шукаємо Ф+(𝑧) за формулою (3.19) 

 

Ф+(𝑧) = (
𝑧0̅𝑧 − 1

1 −  𝑧0̅𝑧0
)

2 1

2𝜋𝑖
∮ [А (

𝜏 −  𝑧0

𝑧0̅𝜏 − 1
)

2

+  В
𝜏 −  𝑧0

𝑧0̅𝜏 − 1
 + С] 

𝑑𝜏

𝜏 −  𝑧
,

 

𝛾

 

 

Якщо функцію щільності 𝑓1(𝑧) подовжити на всю комплексну множину, то 

отримаємо  

 

𝑓1(𝑧)  =  А (
𝑧 −  𝑧0

𝑧0̅𝑧 − 1
)

2

+  В
𝑧 −  𝑧0

𝑧0̅𝑧 − 1
 + С. 

 

Оскільки особлива точка цієї функції 𝑧 =  
1

𝑧0̅̅ ̅
 𝜖 𝐷−, тому функція 𝑓1(𝑧) 

аналітична в 𝐷+. Маємо:  
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Ф+(𝑧)  = (
𝑧0̅𝑧 − 1

1 −  𝑧0̅𝑧0
)

2

(А (
𝑧 −  𝑧0

𝑧0̅𝑧 − 1
)

2

+  В
𝑧 −  𝑧0

𝑧0̅𝑧 − 1
 + С).  

 

Тепер треба обчислити Ф−(𝑧) за модифікованою формулою (3.20), де 

замість 𝑧−𝜅 буде множник (𝑧 − 𝑧0)−𝜅: 

 

Ф−(𝑧) =  (𝑧 − 𝑧0)−2 ∙ 1 ∙ {
1 

2𝜋𝑖
∮

𝐴 𝜏2 + 𝐵 𝜏 + 𝐶

𝜏 −  𝑧
 𝑑𝜏 +  𝐴 𝑧2 + 𝐵 𝑧 + 𝐶

 

𝛾

}. 

 

Функція щільності інтеграла в останній формулі є аналітичною в 𝐷+, тому 

значення інтеграла типу Коші в точках області  𝐷− дорівнює 0. Отже, 

 

Ф−(𝑧) =  (𝑧 − 𝑧0)−2 ∙  (𝐴 𝑧2 + 𝐵 𝑧 + 𝐶) =
𝐴 𝑧2 + 𝐵 𝑧 + 𝐶

(𝑧 − 𝑧0)2 . 

 

За постановкою однорідної задачі Газемана-Рімана Ф−(∞) = 1 . Зважаючи 

на вигляд функції Ф−(𝑧), знайдемо Ф−(∞) = 𝐴, тому 𝐴 = 1. 

Відповідь:   

 

Ф+(𝑧) = (
𝑧0̅𝑧 − 1

1 −  𝑧0̅𝑧0
)

2

((
𝑧 −  𝑧0

𝑧0̅𝑧 − 1
)

2

+  В
𝑧 −  𝑧0

𝑧0̅𝑧 − 1
 + С), 

Ф−(𝑧) =  (𝑧 − 𝑧0)−2 ∙  ( 𝑧2 + 𝐵 𝑧 + 𝐶). 

 

Проведемо перевірку. Знаходячи граничні значення на контурі для 

функцій-розв'язків задачі, підставимо їх до крайової умови поставленої задачі. 

При цьому врахуємо, що 

𝑡− 𝑧0
𝑧0̅̅̅̅ 𝑡−1

− 𝑧0

𝑧0̅̅ ̅
𝑡− 𝑧0
𝑧0̅̅̅̅ 𝑡−1

−1
= 𝑡. Підставимо та зробимо перетворення: 
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(
𝑧0̅

𝑧 −  𝑧0

𝑧0̅𝑧 − 1
− 1

1 −  𝑧0̅𝑧0
)

2

(𝑡2 +  В𝑡 + С) = (
𝑡 −  𝑧0

𝑧0̅𝑡 − 1
)

2

(𝑡 − 𝑧0)−2 ∙  ( 𝑡2 + 𝐵 𝑡 + 𝐶), 

(
1

𝑧0̅𝑡 − 1
)

2

(𝑡2 +  В𝑡 + С) = (
1

𝑧0̅𝑡 − 1
)

2

( 𝑡2 + 𝐵 𝑡 + 𝐶). 

 

Крайова умова перетворилася на тотожність, що підтверджує правильність 

знайденого розв’язку. 

 

 

3.4 Неоднорідна задача Газемана-Рімана 

 

3.4.1 Відомі теоретичні викладки щодо отримання розв’язку 

неоднорідної задачі Газемана-Рімана 

 

Розглянемо неоднорідну задачу, крайову умову якої з урахуванням (3.15) – 

(3.17) можна переписати у вигляді  

 

Ф+[𝛼(𝑡)]

𝑋+[𝛼(𝑡)]
 =  𝑡 𝜅

Ф−(𝑡)

𝑋−(𝑡)
 +

𝑔(𝑡)

𝑋+[𝛼(𝑡)]
,      𝑡 𝜖 𝛾.   

 

При цьому, якщо 𝜅 > 0, то Ф+(𝑧) i Ф−(𝑧) шукаються у вигляді  

 

Ф+(𝑧) =
𝑋+(𝑧) 

2𝜋𝑖
∮

𝜑[𝛽(𝜏)]

𝜏 −  𝑧
 𝑑𝜏,

 

𝛾

                                         (3.22) 

Ф−(𝑧) =  𝑧−𝜅𝑋−(𝑧) {
1 

2𝜋𝑖
∮

𝜑(𝜏)

𝜏 −  𝑧
 𝑑𝜏 +  𝑃𝜅−1(𝑧)

 

𝛾

},                          (3.23) 

 

де 𝑃𝜅−1(𝑧) – довільний многочлен степеня 𝜅, а невідома щільність 𝜑(𝑡) є 

розв'язком рівняння  
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𝜑(𝑡)  −   
1

2𝜋𝑖
∮ [

1

𝜏 − 𝑡
−

𝛼`(𝜏)

𝛼(𝜏) − 𝛼(𝑡)
] 𝜑(𝜏)𝑑𝜏 =

 

𝛾

 

=
𝑔(𝑡)

𝑋+[𝛼(𝑡)]
+  𝑃𝜅−1(𝑡), 𝑡 𝜖 𝛾.                                     (3.24)  

 

Якщо 𝜅 = 0, то розв'язок неоднорідної задачі єдиний, будується за 

формулами (3.22), (3.23), (3.16) – (3.18), при цьому 𝑃𝜅−1(𝑧) ≡ 0. Якщо ж 𝜅 < 0, 

то неоднорідна задача нерозв'язна. 

Вона буде розв’язною в разі виконання умов розв’язності  

 

∮ ℎ𝑘(𝑡)

 

𝛾

𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 = 0,      𝑘 = 1, 2, . . . , −𝜅. 

 

Якщо умови розв’язності виконані, то неоднорідна задача має єдиний розв’язок, 

що визначається формулами (3.22), (3.23), (3.16) – (3.18), при цьому 𝑃𝜅−1(𝑧) ≡ 0. 

Таким чином, щоб побудувати розв’язок задачі Газемана, необхідно знайти 

розв’язки рівнянь (3.18) і (3.24), а потім ці розв’язки підставити в формули (3.22) 

та (3.23) 

 

3.4.2 Приклади розв’язання неоднорідної задачі Газемана-Рімана 

 

Приклад 3.5 Розв’язати задачу Газемана-Рімана 

 

Ф+(𝜆𝑖𝜉𝑡) = 𝑡 Ф−(𝑡) +
𝑡 + 1

𝑡2 , 𝑡 𝜖 𝛾 

 

на контурі 𝛾 = {𝑡 ∶ |𝑡| = 1}. 

Розв’язання. Для даної неоднорідної крайової задачі індекс 𝜅 =  1 та 

функції 𝑋±(𝑧) збігаються з тими, що отримано в прикладі 3.3: 
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𝑋+(𝑧) = 𝑋−(𝑧) = 1. 

 

Шукаємо розв’язок даної задачі, використовуючи формулу (3.24). Ядро 

інтегрального рівняння нульове, тому (3.24) набуде наступного вигляду 

 

𝜑(𝑡) =
𝑡 + 1

𝑡2  +  С. 

 

Продовжимо розв’язання застосовуючи формулу (3.22) 

 

Ф+(𝑧) =
1 

2𝜋𝑖
∮ (

𝑒−𝑖ξτ + 1

𝑒−2𝑖ξτ2 
 + 𝐶)  

𝑑τ

τ − z
,

 

γ

 

 

Функцією щільності інтеграла, що визначає шукану функцію, є 

 

𝑓(𝑧) =
𝑒−𝑖ξz + 1

𝑒−2𝑖ξz2 
 +  С. 

 

Її особливою точкою є 𝑧 = 0 𝜖 𝐷+. На нескінченності матимемо 𝑓(∞) = 𝐶, тому 

функція 𝑓(𝑧) – аналітична в 𝐷−. Використовуючи формулу (1.2) при обчисленні 

функції Ф+(𝑧), також  враховуємо те, що 𝑧 𝜖 𝐷+, звідки Ф+(𝑧) = 𝐶. 

Тепер обчислимо функцію Ф−(𝑧) за формулою (3.23) 

 

Ф−(𝑧) =  𝑧−1 ∙ 1 {
1 

2𝜋𝑖
∮ (

𝜏 + 1

𝜏2 
+ 𝐶) 

𝑑τ

τ − z
 +  𝐶

 

𝛾

}. 

 

Оскільки 𝑧 𝜖 𝐷−, то інтеграл під знаком функції, що обчислюється, дорівнює 
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1 

2π𝑖
∮ (

τ + 1

τ2 
+ C)  

dτ

τ − z
  =  C  − (

z + 1

z2 
+  𝐶) = −

z + 1

z2  
 .

 

γ

 

 

Таким чином,  

 

Ф−(𝑧) =  𝑧−1 {−
𝑧 + 1

𝑧2 
+ 𝐶}. 

 

На нескінченності отримаємо Ф−(∞) = 0, тому умова задовольняється. 

Якщо підставити знайдені розв’язки в крайову умову, то вони задовольняють її 

тотожно. 

Відповідь. 

 

Ф+(𝑧) = 𝐶,   

Ф−(𝑧) =  −
𝑧 + 1

𝑧3 
+

𝐶

𝑧
. 

 

Приклад 3.6 Нехай 𝛾 = {𝑡 ∶ |𝑡| = 1}. Знайти розв’язки задачі Газемана-

Рімана  

 

Ф+ (
𝑡 −  𝑧0 

𝑧0̅𝑡 − 1
) = (

𝑡 −  𝑧0 

𝑧0̅𝑡 − 1
)

2

Ф−(𝑡) +
2𝑡2 + 1

𝑡 + 2
,                  𝑡 𝜖 𝛾,   𝑧0 𝜖 𝐷+.  

 

Розв’язання. З попередньо розв’язаної однорідної задачі 3.4 вже відомо, 

що 𝜅 =  2 та 

 

𝑋+(𝑧) = (
𝑧0̅𝑧 − 1

1 −  𝑧0̅𝑧0
)

2

; 

𝑋−(𝑧) = 1. 

 

Ці дані необхідно використати для розв’язання даної неоднорідної задачі.  
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Наступним кроком, треба знайти розв’язок інтегрального рівняння (3.24). 

Таке інтегральне рівняння можна розв’язати методом послідовних наближень. 

Ядро цього рівняння –  𝐾(𝑡, 𝜏) =
𝑧0̅̅ ̅

𝑧0̅̅ ̅𝜏−1
 було знайдено в прикладі 3.2. В правій 

частині рівняння (3.24) вийшов такий вираз:  

 

𝑔(𝑡)

𝑋+[𝛼(𝑡)]
+  𝑃𝜅−1(𝑡) = (𝑧0̅𝑡 − 1)2

2𝑡2 + 1

𝑡 + 2
 + 𝐴𝑧 + 𝐵, 

 

внаслідок того, що 

 

(
𝑧0̅

𝑡 −  𝑧0 
𝑧0̅𝑡 − 1

− 1

1 −  𝑧0̅𝑧0
)

2

= (
1

𝑧0̅𝑡 − 1
)

2

. 

 

Тепер підставляємо отриманий вираз в рівняння (3.24) 

 

𝜑(𝑡)  −   
1

2𝜋𝑖
∮

𝑧0̅ 

𝑧0̅𝜏 − 1
𝜑(𝜏)𝑑𝜏 = (𝑧0̅𝑡 − 1)2

 

𝛾

2𝑡2 + 1

𝑡 + 2
+ 𝐴𝑡 + 𝐵  

 

Розв’яжемо рівняння аналогічно до прикладу 3.2 та 3.4  методом послідовних 

наближень. Запишемо нульове та перше наближення  

 

𝜑0(𝑡) = (𝑧0̅𝑡 − 1)2
2𝑡2 + 1

𝑡 + 2
+ 𝐴𝑡 + 𝐵 , 

𝜑1(𝑡) =   
1

2𝜋𝑖
∮

𝑧0̅ 

𝑧0̅𝜏 − 1
((𝑧0̅𝜏 − 1)2

2𝜏2 + 1

𝜏 + 2
+ 𝐴𝜏 + 𝐵) 𝑑𝜏 +

 

𝛾

  

+(𝑧0̅𝑡 − 1)2
2𝑡2 + 1

𝑡 + 2
+ 𝐴𝑡 + 𝐵.  
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Інтеграл в першому наближенні має аналітичну в  𝐷+ підінтегральну функцію, 

тому дорівнює нулю. Таким чином, границя в методі послідовних наближень має 

наступний вигляд 

 

lim
𝑛→∞

𝜑𝑛(𝑡) = (𝑧0̅𝑡 − 1)2
2𝑡2 + 1

𝑡 + 2
+ 𝐴𝑡 + 𝐵 = 𝜑(𝑡). 

 

За модифікованою формулою (3.23) отримаємо  

 

Ф−(𝑧) =  (𝑧 − 𝑧0)−2 ∙ 1

∙ {
1 

2𝜋𝑖
∮ ((𝑧0̅𝜏 − 1)2

2𝜏2 + 1

𝜏 + 2
+ 𝐴𝜏 + 𝐵) 

𝑑𝜏

𝜏 −  𝑧
 +  𝐴𝑧 + 𝐵

 

𝛾

}. 

 

Функція щільності в інтегралі типу Коші в останній формулі є аналітичною в  𝐷+, 

звідки випливає, що інтеграл в точках області  𝐷− дорівнює 0. Отже,  

 

Ф−(𝑧) =  (𝑧 − 𝑧0)−2{𝐴𝑧 + 𝐵}. 

  

Тепер шукаємо значення Ф+(𝑧) за формулою (3.22) та використовуючи вже 

отримані дані (3.10) та (3.11)  

 

Ф+(𝑧) = (
𝑧0̅𝑧 − 1

1 −  𝑧0̅𝑧0
)

2

× 

×
1 

2𝜋𝑖
∮ ((𝑧0̅

 𝜏 −  𝑧0 

𝑧0̅𝜏 − 1
− 1)

2 2 (
 𝜏 −  𝑧0 
𝑧0̅𝜏 − 1

)
2

+ 1

 𝜏 −  𝑧0 
𝑧0̅𝜏 − 1

+ 2
+ 𝐴𝜏 + 𝐵) 

𝑑𝜏

𝜏 −  𝑧
 

 

𝛾

, 

𝐻(𝜏) =
2 (

 𝜏 −  𝑧0 
𝑧0̅𝜏 − 1

)
2

+ 1

 𝜏 −  𝑧0 
𝑧0̅𝜏 − 1

+ 2
=

2(𝜏 − 𝑧0)2 + (𝑧0̅𝜏 − 1)2 

(𝜏 − 𝑧0 + 2(𝑧0̅𝜏 − 1))(𝑧0̅𝜏 − 1)
, 
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𝑧0̅

 𝜏 −  𝑧0 

𝑧0̅𝜏 − 1
− 1 =

 1 −  𝑧0̅𝑧0 

𝑧0̅𝜏 − 1
 

 

Подовжена на всю комплексну площину функція щільності інтеграла, що 

розглядається, має вигляд 

 

𝑄(𝑧) =
 1 −  𝑧0̅𝑧0 

𝑧0̅𝑧 − 1
 𝐻(𝑧) + 𝐴𝑧 + 𝐵. 

 

В прикладі 3.2 було досліджено на аналітичність функцію 𝐻(𝑧), де отримано 

висновок, що вона аналітична в  𝐷+. Функція 
 1− 𝑧0̅̅ ̅𝑧0 

𝑧0̅̅ ̅𝑧−1
 має особливу точку в області 

 𝐷−, тому аналітична в  𝐷+. Той самий тип аналітичності має й многочлен 

𝐴𝑧 +  𝐵. Звідси випливає, що функція 𝑄(𝑧) аналітична в  𝐷+. Отже, 

 

Ф+(𝑧) = (
𝑧0̅𝑧 − 1

1 −  𝑧0̅𝑧0
)

2

(
 1 −  𝑧0̅𝑧0 

𝑧0̅𝑧 − 1
 

2(𝑧 − 𝑧0)2 + (𝑧0̅𝑧 − 1)2 

(𝑧 − 𝑧0 + 2(𝑧0̅𝑧 − 1))(𝑧0̅𝑧 − 1)
+ 𝐴𝑧 + 𝐵) = 

=  
2(𝑧 − 𝑧0)2 + (𝑧0̅𝑧 − 1)2 

(𝑧 − 𝑧0 + 2(𝑧0̅𝑧 − 1))(1 −  𝑧0̅𝑧0)
+ (𝐴𝑧 + 𝐵) (

𝑧0̅𝑧 − 1

1 −  𝑧0̅𝑧0
)

2

. 

 

Відповідь. 

 

Ф+(𝑧) =
2(𝑧 − 𝑧0)2 + (𝑧0̅𝑧 − 1)2 

(𝑧 − 𝑧0 + 2(𝑧0̅𝑧 − 1))(1 −  𝑧0̅𝑧0)
+ (𝐴𝑧 + 𝐵) (

𝑧0̅𝑧 − 1

1 −  𝑧0̅𝑧0
)

2

; 

Ф−(𝑧) =  (𝑧 − 𝑧0)−2{𝐴𝑧 + 𝐵}. 
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ВИСНОВКИ 

 

 

Крайові задачі теорії аналітичних функцій мають не лише теоретичний, а 

й практичний розвиток в публікаціях різних років. Ці задачі являють інструмент, 

до якого зводиться розв’язання деяких задач контактної механіки, акустики, 

механіки руйнування, кінетичної теорії газів, теорії потенціалу [1–6, 12] та інших 

галузях. Дослідженню методів розв’язання таких задач присвячено роботи [10–

18]. Окреме місце в класі таких задач займають задачі зі зсувом, що змінює або 

не змінює напрям оббігу контура [4, 9, 12, 13, 17, 18]. Першим розв’язав крайову 

задачу зі зсувом без зміни напряму оббігу C. Haseman  [12]. Внаслідок значного 

розвитку даного напрямку, дослідження в цій галузі  є актуальним. 

За мету роботи було поставлено: вивчити теоретичні аспекти щодо 

крайової задачі Газемана-Рімана теорії аналітичних функцій, розв’язати 

конкретні задачі Газемана-Рімана про стрибок, однорідні та неоднорідні. 

Ця мета була досягнута. В роботі надано поняття зсуву зімкненого контура 

комплексної площини та наведено два приклади функцій зсуву одиничного кола. 

Потім після надання відомих теоретичних викладок, на основі яких будується 

розв’язок кожного з типів задач Газемана-Рімана (про стрибок, однорідної та 

неоднорідної) наведено по два приклади задач відповідного типу, заснованих на 

двох зсувах одиничного кола, розглянутих напочатку. В деяких прикладах 

проведено перевірку шляхом підстановки знайденого розв'язку до відповідної 

крайової умови. 

Кожна із задач потребувала розв’язання рівнянь Фредгольма, до яких 

застосовано метод послідовних наближень. 

За темою роботи було зроблено доповідь з публікацією тез доповіді на 

конференції «Актуальні проблеми математики та інформатики» (2024 р.) [8]. 
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ДОДАТОК А 

 

 

Деякі відомі теоретичні факти з теорії крайових задач 

 

А.1 Функції, які задовольняють умову Гельдера 

 

Наведемо ряд відомих теоретичних фактів [2, 9, 12]. 

Нехай 𝛾 – деякий спрямлюваний контур і 𝜑(𝑡) – функція, задана на 

контурі 𝛾.  

Означення А.1 [2, 9, 12] Функція 𝜑(𝑡) задовольняє на контурі 𝛾 умову 

Гельдера, якщо  

 

∃ 𝐴 > 0, ∃ 𝜆 > 0: ∀ 𝑡1, 𝑡2  ∈  𝛾 |𝜑( 𝑡1)  −  𝜑( 𝑡2) |  ≤  𝐴 | 𝑡1  −  𝑡2|𝜆. 

 

Константу 𝐴 називають сталою Гельдера, а 𝜆 – показником Гельдера. При 𝜆 = 1  

умову Гельдера називають умовою Ліпшиця.  

Множину функцій, що задовольняють на контурі 𝛾 умову Гельдера з 

показником 𝜆, позначають 𝐻𝜆(𝛾).  

 

 

1.2 Поняття та властивості індексу функції 

 

Наведені нижче факти є відомими, вони викладені в роботах [2, 9, 12]. 

Означення А.2 [2, 9, 12] Нехай 𝛾 – гладкий зімкнений контур і 𝐺(𝑡) – 

задана на ньому неперервна функція, яка не обертається в нуль на 𝛾. Індексом 𝜅  

функції 𝐺(𝑡) відносно контура 𝛾 називається поділений на 2𝜋  приріст її 

аргументу при повному оббігу кривої 𝛾 в додатному напрямі. 
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𝜅 =  𝐼𝑛𝑑 𝐺(𝑡)  =  
1

2𝜋
[arg 𝐺(𝑡)]|

𝛾
.                                       (А. 1) 

 

Властивість А.1 [2, 9, 12] Індекс добутку функцій дорівнює сумі індексів 

цих функцій. А саме: 

 

𝐼𝑛𝑑[𝐺1(𝑡) ∙ 𝐺2(𝑡)]  =  𝐼𝑛𝑑𝐺1(𝑡)  + 𝐼𝑛𝑑𝐺2(𝑡). 

 

Властивість А.2 [2, 9, 12] Індекс частки двох функцій дорівнює різниці 

індексів цих функцій. А саме: 

 

𝐼𝑛𝑑[
𝐺1(𝑡)

𝐺2(𝑡)
]  =  𝐼𝑛𝑑𝐺1(𝑡)  −  𝐼𝑛𝑑𝐺2(𝑡). 

 

Властивість А.3 [2, 9, 12] Якщо 𝐺(𝑡)  є крайовим значенням функції, 

аналітичної всередині (зовні) контура, то її індекс дорівнює кількості нулів 𝑁+  

розташованих всередині контура 𝛾, тобто 𝜅 = 𝑁+ (числу нулів 𝑁−, що 

знаходяться зовні контура 𝛾, взятому з протилежним знаком, тобто 𝜅 = − 𝑁−  ) з 

урахуванням їх кратності. 

Властивість А.4 [2, 9, 12] Якщо функція 𝐺(𝑡) аналітична всередині (зовні) 

контура 𝛾, за винятком скінченного числа точок, де вона може мати полюси, то 

індекс такої функції дорівнює різниці кількості нулів 𝑁+ і полюсів Р+, тобто 

𝜅 = 𝑁+ −  Р+ (різниці кількості нулів 𝑁− і полюсів Р− зовні контура 𝛾, взятій з 

протилежним знаком, тобто 𝜅 = −[𝑁− −  Р−]) з урахуванням їх кратності.  

 

 

А.1 Формули Сохоцького 

 

Накладемо наступні припущення:  

- 𝛾 – гладкий замкнений контур,  
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- функція 𝜑(𝜏)задовольняє на 𝛾 умову Гельдера.  

Тоді мають місце формули Сохоцького [2, 9, 12]:  

 

Ф+[𝑡] =  
1

2
𝜑(𝑡) +

1

2𝜋𝑖
∮

𝜑(𝜏)

𝜏 − 𝑡 
𝑑𝜏,            

 

𝛾

 

Ф−(𝑡) =  −
1

2
𝜑(𝑡) +

1

2𝜋𝑖
∮

𝜑(𝜏)

𝜏 − 𝑡
𝑑𝜏.                                         

 

𝛾

(А. 2) 
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