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РЕФЕРАТ


Кваліфікаційна робота магістра «Дослідження застосування поняття незвідного многочлена»: 60 с., 2 рис., 16 джерел.
КІЛЬЦЕ, КОРЕНІ МНОГОЧЛЕНА, КРИТЕРІЙ НЕЗВІДНОСТІ, МНОГОЧЛЕН, НЕЗВІДНИЙ МНОГОЧЛЕН, ПОЛЕ.
Об’єкт дослідження – застосування поняття незвідного многочлена.
Мета роботи: дослідження застосування поняття незвідного многочлена, критеріїв незвідності та застосування властивостей незвідних многочленів до розв’язання математичних задач та задач в інших областях науки.
Метод дослідження – аналітичний, порівняльний, узагальнення та конкретизація.
У кваліфікаційній роботі розглядаються основні питання теорії многочленів, незвідність многочлена над полями комплексних, дійсних та раціональних чисел, вивчені критерії незвідності многочленів, застосування поняття незвідного многочлена в математиці та криптографії.

SUMMARY


Master’s Qualification Thesis «The Study of the Application of the Concept of Irreducible Polynomial»: 60 pages, 2 figures, 16 references.
RING, ROOTS OF A POLYNOMIAL, UNKNOWN CRITERION, POLYNOMIAL, UNKNOWN POLYNOMIAL, FIELD.
The object of the study is the application of the concept of an irreducible polynomial.
The aim of the study is to study the application of the concept of an irreducible polynomial, the criteria of irreducibility and the application of the properties of irreducible polynomials to the solution of mathematical problems and problems in other areas of science.
The methods of research are analytical, comparative, generalization and specification.
The qualification work deals with the main issues of the theory of polynomials, the irreducibility of a polynomial over the fields of complex, real and rational numbers, the studied criteria of the irreducibility of polynomials, the application of the concept of an irreducible polynomial in mathematics and cryptography.
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ВСТУП


Математична наука вивчає різні структури, послідовності чисел, відношення між ними, складання рівнянь та їх розв’язування. Це формальна мова, якою можна чітко описати наближені до ідеальних властивості реальних об’єктів, що вивчаються в інших областях науки, з допомогою символів і спеціальних формалізованих структур. Прикладом такої структури є многочлен. З цим поняттям пов’язана одна з найзмістовніших теорій сучасної алгебри – теорія многочленів.
Методи, якими вона користується, мають глибокі результати з великою кількістю додатків. Теорія многочленів є важливою, оскільки за її допомогою отримують наближення різних функцій, а це дозволяє використовувати цю теорію у багатьох обчислювальних методах. З допомогою теорії многочленів, можна подивитися з певної позиції на багато математичних завдань, успішно розв’язати складні рівняння та нерівності, встановити зв’язок між математикою та її додатками.
До середини ХIХ століття однією з центральних проблем в алгебрі була задача знаходження формул коренів рівнянь виду , в якому  є многочленом. Це завдання було розв’язано в повному обсязі в роботах найвідоміших математиків, які займалися цією проблемою на початку ХІХ століття, це такі вчені як: Е. Галуа (1811-1832), Н. Абель (1802-1829), також П. Руффіні (1765-1822).
Італійські математики ще у ХVI столітті знайшли формули, за допомогою яких можна було розв’язати рівняння третього та четвертого степеня. Абелем і Руффіні було доведено те, що, починаючи з п’ятого степеня, використовуючи загальну формулу, не існує дій, крім додавання, множення та добування кореня. Галуа відкрив закономірності в поведінці кореня, які додаються до кожного конкретного рівняння і створив теорію груп.
У цей же час К. Гаусом було приведено декілька доведень основної теореми алгебри, яка стверджує, що кожен многочлен завжди має хоча б один корінь (який, можливо, є не дійсним, а комплексним числом). Після фундаментальних робіт по теорії многочленів Гауса і інших математиків, проблема обчислення коренів многочленів перемістилася з алгебри в теорію функцій та теорію наближених обчислень [12].
Метою даної кваліфікаційної роботи є вивчення складу і змісту незвідних многочленів, вивчення спрямованості їх використання у вирішенні проблем під час розв’язування математичних задач, задач механіки, практичних застосувань, наприклад, для передачі, зберігання і захисту інформації.
З вивченням многочленів пов’язаний цілий ряд перетворень у математиці: введення у розгляд нуля, від’ємних, а потім і комплексних чисел, а також поява теорії груп як розділу математики та виділення класів спеціальних функцій в аналізі.
Особливі властивості незвідних многочленів використовуються в алгебраїчній геометрії, алгебрі, теорії вузлів та інших розділах математики для кодування, або вираження многочленами властивостей різних об’єктів.
Починаючи з XX століття, многочлени почали використовувати для нових цілей. Це пов’язано зі швидкою та ефективною передачею інформації. Многочлени містять символічні обчислення, які стали використовувати як спосіб передачі даних. Повідомлення має містити в собі послідовність символів, яку потім передають каналом зв’язку. Однак при передачі інформації могли виникнути помилки. Тому була запропонована ідея кодування повідомлення за допомогою незвідних многочленів, яку успішно використовують і в теперішній час.
1 
ПОНЯТТЯ НЕЗВІДНОСТІ МНОГОЧЛЕНА НАД КІЛЬЦЕМ
ТА ПОЛЕМ


1.1 Основні визначення

Означення 1.1 Функція  дійсної змінної  називається многочленом, якщо вона може бути представлена у вигляді 

,                            (1)

де , , ,…,  – деякі дійсні числа (деякі з них або навіть всі можуть дорівнювати нулю) [1].
Вираз 



визначає ту ж функцію (многочлен), що і вираз (1), оскільки при будь-якому значенні  має місце рівність


.

Обернено, можна довести, що якщо для всіх значень  виконується рівність 

,

де , то  при  і  при .
Звідси випливає, що з точністю до приписування або відкидання членів з нульовими коефіцієнтами подання многочлена  у вигляді виразу (1) єдине.
Числа  у виразі (1) називаються коефіцієнтами многочлена  при .
Оскільки, не змінюючи многочлен , до його виразу (1) можна приписати будь-яку кількість членів з нульовими коефіцієнтами, то говорять також про коефіцієнти многочлена  при , де , рахуючи їх рівними нулю. Многочлен, всі коефіцієнти якого дорівнюють нулю, називають нульовим многочленом [7].
Якщо многочлен (1) не є нульовим, то найбільше із таких чисел , що , називається його степенем. Постійні функції, відмінні від нуля, – це многочлени нульового степеня. Степінь нульового многочлена вважається рівним . Степінь многочлена  позначається .
Сума, різниця і добуток двох многочленів також є многочленами. Насправді, нехай 

,			(2)
.			(3)

Тоді


, 					(4)

, 					(5)

де  (найбільше з чисел , ), причому вважається, що  при  і  при .
Добуток многочленів  і  дорівнює сумі всіх можливих добутків , де  – будь-який многочлен виду , а  – будь-який член многочлена . Після зведення подібних членів виходить многочлен

, 			(6)

де 


,

так що 

.			(7)

Отже, сума, різниця і добуток многочленів також є многочленами. Це означає, що многочлени утворюють підкільце в кільці всіх функцій дійсної змінної. [8]
Означення 1.2 Кільцем  називається непорожня множина , з двома бінарними операціями на ній, які називають додаванням  і множенням  і виконуються наступні аксіоми [5]:
Аксіома 1.1 Комутативність операції додавання. Нехай многочлени  і  задані формулами (2) і (3), тоді, згідно означення,

, ,
де . 
Так як в кільці  додавання комутативне, то  () і, отже, 

.

Аксіома 1.2 Асоціативність додавання. Доводиться аналогічно, виходячи із асоціативності додавання в кільці .
Аксіома 1.3 Існування нуля. Назвем нульовим многочленом і позначимо символом  многочлен, всі коефіцієнти якого рівні нулю. Цей многочлен відіграє роль нульового (нейтрального по відношенню до додавання) елемента. Насправді, із означення додавання многочленів зрозуміло, що  для будь-якого .
Аксіома 1.4 Існування протилежного елемента. Позначимо через  многочлен, усі коефіцієнти якого протилежні відповідним коефіцієнтам многочлена . Зрозуміло, що , тобто  – це многочлен, протилежний многочлену .
Аксіома 1.5 Дистрибутивність множення відносно додавання. Нехай задано три многочлена:

,
,
.

Доведемо, що 

.                     (8)

Многочлен  задається формулою (4). Згідно визначення добутку многочленів, 

,

де .
Скориставшись дистрибутивністю в кільці , можна представити у вигляді суми ,
де

,
.

Зрозуміло, що  є коефіцієнтом при  многочлена , а  – коефіцієнт при  многочлена . Звідси і слідує рівність (8). Аналогічно доводиться інше співвідношення дистрибутивності:

.

Аксіоми 1.1-1.5 означають, що многочлени з коефіцієнтами із кільця  самі утворюють кільце відносно визначених операцій додавання та множення.
Встановлено деякі додаткові аксіоми множення многочленів, які виконуються при умові, що  – область цілісності, тобто комутативне асоціативне кільце з одиницею і без дільників нуля.
Аксіома 1.6 Комутативність множення. Легко витікає безпосередньо з його визначення. 
Аксіома 1.7 Асоціативність множення. Многочлен  дорівнює сумі всіх можливих добутків виду , де  – член многочлена ,  – член многочлена ,  – член многочлена . Аналогічно многочлен  дорівнює сумі всіх можливих добутків виду , де ,  і  мають таке ж значення. Тому достатньо перевірити, що  для будь-яких , , , тобто довести асоціативність множення одночленів. Для одночленів , ,  маємо:

,
.

Так як , то 

,

що й потрібно було довести.
Аксіома 1.8 Існування одиниці. Одиницею (нейтральним елементом по відношенню до множення) в кільці  є одиниця кільця . Справді, з визначення множення многочленів зрозуміло, що  для будь-якого многочлена . Зокрема . Тому в записі многочлена зазвичай опускають коефіцієнти, які дорівнюють одиниці.
Аксіома 1.9 Відсутність дільників нуля. Нехай задано два ненульових многочлена:

,
.

Доведемо, що їх добуток також не дорівнює нулю.
Оскільки 


,

то коефіцієнт многочлена  при  дорівнює . Так як в кільці  відсутні дільники нуля, то  і, отже, .
З цього ж міркування випливає також, що 

. 				(9)

Аксіоми 1.6-1.9 означають, що кільце  є областю цілісності. Таким чином, доведено наступну теорему:
Теорема 1.1 Кільце многочленів над областю цілісності саме є областю цілісності.
Означення 1.3 Полем називається асоціативне комутативне кільце з одиницею, в якому всякий ненульовий многочлен має обернений до нього многочлен.
З кожним многочленом над областю цілісності  можна природнім чином зв’язати функцію, яка визначена на  і приймає значення в .
Нехай  – многочлен з коефіцієнтами з . Для будь-якого  покладемо

,

де вираз у правій частині сприймається як результат операцій в кільці . Отримуваний при цьому елемент  називається значенням многочлена  в точці . Таким чином, кожному елементу  кільця  ставиться у відповідність елемент  того ж кільця і тим самим визначається функція на  із значеннями в .
Якщо кільце  нескінченне, то різним многочленам із кільця  завжди відповідають різні функції. Це твердження доводиться на основі теореми Безу [9].
Теорема 1.2 Нехай  – многочлен з коефіцієнтами з кільця . Для будь-якого  многочлен  можна єдиним чином представити у вигляді

, 				(10)

де , ; при цьому .
Доведення. Якщо , то можливо взяти , , при чому легко бачити, що це єдина можливість. Нехай тепер . Розмістимо многочлен  за спадаючими степенями :

.

Зрозуміло, що якщо представлення  у вигляді (10) можливе, то . Запишемо  з невизначеними коефіцієнтами:

.

Підставляючи вирази для  і  в (10), отримуємо:


,

звідки, в силу визначення рівності двох многочленів,

,
,
,
……………….					     (11)
,
.

Ці формули дозволяють послідовно знаходити , , ,…,  і . Проведене міркування доводить, що многочлен  і елемент , які задовольняють  співвідношення (10), існують і визначені однозначно [4].
Для доведення того, що , обчислимо, використовуючи рівність (10), значення многочлена  в точці . Оскільки перший доданок в правій частині перетворюється в нуль, то . Теорема доведена.
Елемент  кільця  називається коренем многочлена , якщо . З теореми 1.2 отримуємо наступний наслідок:
Наслідок 1.1 (Теорема Безу) Многочлен  ділиться на  в кільці  тоді і тільки тоді, коли  – його корінь.
Справді, зрозуміло, що  ділиться на  тоді і тільки тоді, коли в рівності (10) , але так як , то умова  рівносильна тому, що  – корінь многочлена .
Знаходження многочлена  і елемент , які задовольняють відношенню (10), називається діленням з остачею многочлена  на . При цьому  називається неповною часткою, а  – остачею. Формули (11) дають практичний спосіб ділення з остачею многочлена  на .
Обчислення зручно розташовувати за наступною схемою, названою схемою Горнера:

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	



Елементи нижнього рядка обчислюються послідовно за формулами (11): , а кожний наступний елемент дорівнює сумі елемента, який знаходиться над ним, і попереднього елемента нижнього рядка, помноженого на . Так як , то цією схемою можна користуватися і для обчислення значення многочлена в точці .
Теорема Безу дозволяє вказати верхню границю числа коренів многочлена. Розглянемо наслідки з теореми Безу [7].
Наслідок 1.2 Многочлен , степінь якого дорівнює , має не більше ніж  різних коренів.
Доведення. Доведемо це твердження за допомогою індукції за степенем многочлена. Многочлен нульового степеня взагалі не має коренів, тому для нього твердження наслідку справедливе. Припустимо, що це твердження справедливе для всіх многочленів степеня , і доведемо його для будь-якого многочлена , степінь якого дорівнює . Припустимо, міркуючи від супротивного, що , , …,  – корені многочлена , причому . За теоремою Безу,  ділиться на , тобто , де  – деякий многочлен зі степенем . Елементи , …,  кільця  є коренями многочлена . Насправді, при , маємо:

.

Так як , а кільце  не має дільників нуля, то . Таким чином, многочлен  має не менше ніж  коренів, що суперечить припущенню індукції, оскільки . Наслідок доведений.
Наслідок 1.3 Якщо  є коренем многочлена , то  ділиться без остачі на .
Доведення. Нехай  є коренем многочлена , тоді , але з іншого боку  – остачі від ділення  на , а отже, . Наслідок доведений.
Наслідок 1.4 Якщо , , …,  – різні корені многочлена , то .
Доведення. Оскільки  – корінь многочлена , то . Але  – також корінь многочлена , тому . У рівність  підставимо , отримаємо , тобто . Оскільки , то , а тому  – корінь многочлена . Тоді , а . Міркуючи аналогічно далі, отримаємо . Наслідок доведений [8].


1.2 Незвідність многочлена над полями комплексних, дійсних та раціональних чисел

Означення 1.4 Многочлен , який має степінь  с коефіцієнтами з поля  називається незвідним над полем , якщо він не може бути розкладений в добуток многочленів, степінь яких менший , з коефіцієнтами з поля . 
Незвідність многочлена залежить від поля, над яким він розглядається. Так, наприклад, многочлен  звідний над полем  комплексних та  дійсних чисел, але незвідний над полем  раціональних чисел [8].
Всякий многочлен , який має степінь , розкладається в добуток многочленів, незвідних над полем , причому, якщо многочлен  двома способами розкладений в добуток незвідних множників:

,

то  і, при відповідній нумерації, має місце рівність , де , , .
Якщо в розкладі многочлена  на незвідні множники із кожного з цих множників винести за дужку старший коефіцієнт, то отримаємо розклад:

,                                (12)

де , , ,  є незвідними многочленами зі старшими коефіцієнтами, рівними одиниці.
Для будь-якого многочлена такий розклад вже однозначний з точністю до нумерації множників. Якщо незвідний многочлен , , ,  зустрічається у вказаному розкладі многочлена   разів, то він називається -кратним множником многочлена .
Докладніше розглянемо питання про незвідні многочлени над полями  комплексних та  дійсних чисел [1].
Основна теорема алгебри комплексних чисел. Будь-який многочлен, степінь якого більше нуля, над полем  комплексних чисел має хоча б один корінь в полі .
Доведення. Розглянемо рівняння 

,                                                    (13)

де  – нормований многочлен, який має степінь  з комплексними коефіцієнтами

,                        (14)
().

Лема 1.1 Існує таке додатне число , що при всіх , які задовольняють умові , виконується нерівність .
Доведення. Скористаємося співвідношенням між модулями комплексних чисел:

,
.

Для будь-якого  маємо:


,

так що






Розглянемо функцію



дійсної змінної . Очевидно, що . Отже, для будь-якого  існує таке , що  при всіх . Зокрема, можна взяти . Відповідне  буде задовольняти вимогу леми. Насправді, при  маємо:

.

Лема доведена [8].
Нехай  – число, визначене лемою 1.1. Розглянемо на комплексній площині замкнутий круг  радіуса  з центром в початку координат. За лемою поза кругом  многочлен  приймає значення за модулем більші, ніж . (Зокрема, звідси слідує, що він може дорівнювати нулю тільки в середині круга )
Розглянемо функцію



двох дійсних змінних .
Покажемо, що вона неперервна на всій площині. Нехай , де , ; тоді 


,

де ,  – деякі многочлени з дійсними коефіцієнтами. Очевидно, що 

.

Так як многочлени ,  – неперервні функції, то і функція  неперервна. Область визначення функції , тобто площину змінних , можна ототожнити з комплексною площиною.
Будь-яка функція двох дійсних змінних, визначена і неперервна в усіх точках замкненої обмеженої множини, досягає мінімуму в деякій точці цієї множини. Застосовуючи це твердження до функції  в крузі , можна узагальнити, що існує точка  цього круга, в якій функція  досягає мінімуму. Це означає, що

                                             (15)

для всіх . Зокрема, 

,

так як . Згідно побудові круга , значення многочлена  поза цим кругом за модулем більше, ніж , і тим паче більше, ніж . Отже, нерівність (15) виконується для всіх  [7].
Лема 1.2 (лема Д’аламбера). Якщо многочлен  не обертається в нуль в точці , то для будь-якого  існує таке , що  і .
Іншими словами, як завгодно близько до точки  на комплексній площині знайдуться точки, в яких значення многочлена  за модулем менше, ніж . Тому, якщо  досягає мінімуму в якій-небуть точці комплексної площини, то цей мінімум дорівнює нулю. З іншого боку вище було доведено, що  досягає мінімуму в деякій точці . За лемою Д’аламбера узагальнюємо, що  і, отже, , тобто  – корінь рівняння (13). Таким чином, для завершення доведення основної теореми доведемо лему Д’аламбера [4].
Доведення. Виконавши заміну , де  – нова змінна, і виконавши тотожні перетворення, представимо многочлен  у вигляді многочлена від змінної :


.			(16)

Так як , то при підстановці в цю рівність  отримуємо . За умовою , отже, . Крім того, , оскільки член, який містить , з’являється тільки при розкритті дужок у виразі . Нехай  – найменше додатне число таке, що . Інакше кажучи, нехай , але  (якщо ,  Тоді маємо:

.		(17)

Ідея доведення леми Д’аламбера полягає в тому, що поведінка функції , а отже і , в малій околиці точки  в основному визначається першими двома членами розкладу (17). Якщо б інших членів взагалі не було, то можна було б міркувати наступним чином. Позначимо через  будь-який розв’язок рівняння 

, 					(18)

тобто одне із значень .
Нехай  – дійсне число, яке належить інтервалу . Тоді 

,

Звідки видно, що 

.

Обираючи  достатньо малим, можна досягти того, що , і тоді комплексне число  буде задовольняти умові леми.
В загальному випадку доведення відрізняється лише тим, що оцінюючи модуль суми інших членів розкладу (17). А саме нехай  – розв’язок рівняння (18), . Маємо:


.

Модуль другого виразу, який знаходиться в дужках, не перевищує число

.
Отже, 

.

Виберемо  в інтервалі  настільки малим, щоб . Тоді 

 і .

Якщо додатково вимагати, щоб , то комплексне число  буде задовольняти умові леми [9].
Теорема 1.3 Якщо комплексне число  є коренем многочлена з дійсними коефіцієнтами, то спряжене число  також є коренем цього многочлена.
Доведення. Нехай даний многочлен має вигляд 

 (, , ,…, ).

За умовою , тобто 

.

Для обчислення  скористаємося наступними властивостями комплексного спряження:

, ,

а також тим, що будь-яке дійсне число співпадає зі свої спряженим. Маємо:



,

тобто  також є коренем многочлена .
Із теореми 1.3 можна вивести, що над полем  незвідні тільки ті многочлени, які мають степінь 1, і многочлени, степінь яких дорівнює 2, та які не мають дійсних коренів.
Не дивлячись на те, що простого опису всіх незвідних многочленів над полем  не існує, можна вказати деякі достатні умови того, що даний многочлен є незвідним.
Теорема 1.4 Якщо многочлен з цілими коефіцієнтами не може бути розкладений в добуток двох многочленів меншого степеня над полем , то він не може бути розкладений в добуток двох многочленів меншого степеня і над полем  [4].
За допомогою цієї теореми можна отримати різні достатні умови незвідності многочлена над полем .


1.3 Критерії незвідності многочлена

Найбільш простим з критеріїв незвідності многочлена є критерій Ейзенштейна.
Критерій Ейзенштейна [7]. Нехай  – многочлен з цілими коефіцієнтами. Якщо існує таке просте число , що старший коефіцієнт многочлена  не ділиться на , всі інші коефіцієнти діляться на , а вільний член ділиться на , але не ділиться на , то многочлен  незвідний над полем 
Для доведення запишемо даний многочлен за зростаючими степенями :

.

Припустимо, що він розкладається в добуток двох многочленів з цілими коефіцієнтами:

,
,

причому  і . Тоді при будь-якому 



(якщо вважати, що  при  і  при ). Серед коефіцієнтів многочлена  (аналогічно ) обов’язково знайдуться такі, які не діляться на ; в іншому випадку і всі коефіцієнти многочлена  ділилися б на  всупереч умові. Нехай  – перший з коефіцієнтів многочлена , які не діляться на , і аналогічно  – перший з коефіцієнтів многочлена , які не діляться на . Тоді 



також не ділиться на , оскільки всі доданки, крім , діляться на , а доданок  не ділиться. Із всіх коефіцієнтів многочлена , згідно припущення, тільки  не ділиться на . Отже, . Так як , а  і , то звідси випливає, що  і . Значить, , тобто  і  діляться на ; але тоді  ділиться на , що суперечить припущенню.
Таким чином, многочлен  не може бути розкладений в добуток двох многочленів меншого степеня над полем . Згідно теоремі 1.4, многочлен  незвідний над полем , що й треба було довести [5].
Наслідок 1.5 Над полем  існують незвідні многочлени будь-якого степеня.
Приклад 1.1 Перевірити, чи є незвідним над полем  многочлен .
Для перевірки використаємо критерій Ейзенштейна, поклавши . Дійсно,  не ділиться на 2, , , , ,  діляться на 2,  ділиться на 2, але не ділиться на . Отже, заданий многочлен  незвідний над полем .
Приклад 1.2 Перевірити, чи є незвідним над полем  многочлен .
До заданого многочлена критерій Ейзенштейна безпосередньо застосувати неможливо. Тому виконаємо заміну , в результаті якої отримаємо многочлен , який є незвідним в силу критерія Ейзенштейна при . Отже, і многочлен  незвідний над .
Критерій Ейзенштейна, як і деякі інші достатні умови незвідності, можна застосувати лише до вузького класу незвідних многочленів. Однак, існує спосіб, який належить Кронекеру, який дозволяє для будь-якого многочлена з раціональними коефіцієнтами встановити, звідний він чи незвідний над полем , хоча і вимагає доволі великих обчислень [7].
Метод Кронекера ґрунтується на наступних міркування. Нехай  – многочлен степеня  з цілими коефіцієнтами, який не має цілих коренів. Припустимо, що він розкладається в добуток двох многочленів меншого степеня з цілими коефіцієнтами:

.

Степінь одного з цих многочленів, скажімо , не перевищує . Будемо надавати  різні цілі значення , , …, . З рівності  слідує, що  ділить  (). Многочлен  однозначно визначається своїми значеннями в точках , , …, . Утворюючи всілякі набори дільників , , …,  цілих чисел , , …,  і обчислюючи для кожного такого набору інтерполяційний многочлен, степінь якого менший або рівний , що приймає в точках , , …,  відповідно значення , , …, , так можна знайти всі можливі многочлени  (їх буде скінченна кількість). Інтерполяційні многочлени з дробовими коефіцієнтами слід відразу відкинути. Випробовуючи решту многочленів, можна визначити, чи є серед них дільники многочлена , в залежності від чого і буде залежати його звідність над полем  [11].
На відміну від метода Кронекера, існує й досить простий у застосуванні критерій – критерій Пойа.
Критерій Пойа говорить наступне: якщо коефіцієнти многочлена  – цілі невід’ємні одноцифрові числа, та складене з них число  – просте, то многочлен  є незвідним над полем .
Критерій Пойа хоч і є простим, але не досить зручним, оскільки, коли многочлен має досить великий степінь, то при складанні числа з його коефіцієнтів отримаємо дуже велике число, про яке не завжди можна одразу сказати чи воно просте. Тут виникають труднощі, пов’язані з відсутністю під рукою таблиць простих чисел, або незнанням алгоритму перевірки числа на простоту [8]. 
Приклад 1.3 Перевірити наступні многочлени на незвідність над полем :

,
,
,
,
.

Коефіцієнтами заданих многочленів є цілі невід’ємні одноцифрові числа. Для кожного многочлена складемо з його коефіцієнтів число і перевіримо чи є воно простим.
 – просте, отже многочлен  є незвідним над полем .
 – просте, отже многочлен  є незвідним над полем .
 – не просте, отже многочлен  є звідним над полем .
 – парне, а отже, не просте, тому многочлен  є звідним над полем .
 – парне, а отже, не просте, тому многочлен  є звідним над полем .
Критерій Кона (ознака незвідності многочлена в кільці многочленів ) Якщо деяке просте число  в десяткові системі числення можна записати як:

 (),

тоді многочлен  є незвідним в кільці .
Критерій Кона можна узагальнити для довільної системи числення, тоді він виглядатиме так: Нехай є натуральне число  і многочлен



з коефіцієнтами . Якщо значення многочлена  – просте число, тоді многочлен  є незвідним в кільці  [7].
З огляду на те, що застосування на практиці загальних методів розкладання многочленів на незвідні множники іноді викликає великі труднощі (наприклад метод Кронекера), в різний час різними авторами було знайдено досить велику кількість критеріїв, що дозволяють за тими чи іншими ознаками відразу встановлювати незвідність многочленів. Найбільш раннім (1850 рік) з таких критеріїв слід вважати критерій Ейзенштейна, який, міститься в ще більш ранній роботі (в 1846 році) вченого Шенемана. Всі знайдені до теперішнього часу критерії незвідності многочленів можна розбити на свого роду класи (типи). 
У 1919 році Пойа довів, що, якщо значення многочлена з цілими коефіцієнтами степеня  при  різних цілих значеннях аргументу за модулем дорівнюють простому числу , то цей многочлен є незвідним над полем раціональних чисел або розкладається на добуток многочленів однакового степеня. Пізніше А. Брауер (1934 рік) довів, що ця теорема є вірною для  і не невірна для . Майже одночасно з Брауером, в спільній роботі Дорварт і Оре дали повне дослідження цього питання і поширили свої результати на незвідність в уявних квадратичних полях. Надалі всі критерії незвідності зазначеного типу були значно поліпшені М. В. Яковкіним. Він довів, що для незвідності многочлена з цілими коефіцієнтами будь-якого степеня досить рівності цього многочлена простому числу хоча б при одному значенні аргументу, що не належить деякому скінченому відрізку.
Продовжуючи дослідження цього роду, М. В. Яковкін прийшов до нового класу критеріїв незвідності. У ряді робіт (опублікованих в «Доповідях АН СРСР» і «Известиях АН СРСР») ним доведені теореми, що дозволяють стверджувати про незвідність многочлена тоді, коли його значення дорівнює не тільки простому, але і складеному числу. Точніше, теореми Яковкіна за природою дільників значення многочлена дозволяють судити про природу дільників самого многочлена. Так, наприклад, якщо всі існуючі критерії незвідності інших авторів містили умови лише достатні для незвідності і поширювалися лише на деякі окремі види многочленів, то М. В. Яковкіним доведені досить прості теореми, що містять умови необхідні і достатні для звідності або незвідності будь-яких многочленів над полем раціональних чисел [12].

2 ЗАСТОСУВАННЯ ПОНЯТТЯ НЕЗВІДНОГО МНОГОЧЛЕНА


2.1 Застосування поняття незвідного многочлена в криптографії

2.1.1 Факторкільце кільця многочленів

Означення 2.1 Нехай – кільце,  – підкільце кільця . Підкільце  називається ідеалом кільця , якщо для будь-якого  виконуються умови:  та .
Якщо кільце  – комутативне, то умови з означення 2.1 еквівалентні.
Означення 2.2 Нехай – кільце,  – ідеал. Позначимо через  – множину всіх суміжних класів кільця  за ідеалом . Визначимо на множині  додавання і множення наступним чином:

,                              (19)
.                                (20)

Тоді  – називається факторкільцем кільця  за ідеалом .
Легко довести, що операції (19) і (20) визначені правильно, тобто не залежать від вибору конкретного представника  класу суміжності . Наприклад, , , . Тоді 

.

Означення 2.3 Нехай  – кільце многочленів, де  – поле. Зафіксуємо многочлен  і розглянемо ідеал , в якому виконується умова , . Тоді легко показати, що ідеал  – ідеал кільця . Даний ідеал називається головним ідеалом, тому що породжений многочленом . Випадок, коли , при  або  є виродженим. Тобто при  маємо , а при  маємо . Для зручності  можна представити у вигляді  [11].
Елементи  можна представити у вигляді , де .
Твердження 2.1 Якщо многочлен  незвідний над кільцем , то  є полем.
Твердження 2.2 Нехай  – скінченне поле порядку , де  – примарне число і многочлени ,  незвідні над полем , , . Найбільший спільний дільник (НСД) даних многочленів дорівнює одиниці. Нехай кільце  – факторкільце кільця многочленів . Тоді порядок групи . Даний порядок групи є кількістю оборотних многочленів у факторкільці  [5].


2.1.2 Визначення криптосистеми з відкритим ключем

Незвідні многочлени над скінченими полями аналогічні простим числам у кільці цілих чисел  і мають схожу значимість. Використання властивостей незвідних многочленів дозволяє підвищити ефективність комп’ютерної реалізації арифметики на скінченних полях, що має особливе значення для криптографії та теорії кодування.
Головне питання використання одноключових криптосистем полягає у розподілі ключів. Для того, щоб був можливий обмін інформацією між двома сторонами, ключ повинен бути згенерований однією з них, а потім у конфіденційному порядку переданий іншій. Особливої гостроти це питання набуло в наші дні, коли криптографія стала загальнодоступною, внаслідок чого кількість користувачів великих криптосистем може досягати сотень та тисяч [14].
Початок асиметричним шифрам було покладено у роботі «Нові напрямки в сучасній криптографії» Уітфілда Діффі та Мартіна Хеллмана, опублікованої в 1976 р. Перебуваючи під впливом роботи Ральфа Меркле (Ralph Merkle) про поширення відкритого ключа, вони запропонували метод отримання секретних ключів для симетричного шифрування, використовуючи відкритий канал. У 2002 р. Хеллман запропонував називати даний алгоритм «Діффі-Хеллмана-Меркле», визнаючи внесок Меркле у винахід криптографії з відкритим ключем.
Хоча робота Діффі-Хеллмана створила великий теоретичний доробок для відкритої криптографії, першою реальною криптосистемою з відкритим ключем вважають алгоритм RSA, названий на ім’я авторів – Рон Рівест (Ronald Linn Rivest), Аді Шамір (Adi Shamir) та Леонард Адлеман (Leonard Adleman).
Задля справедливості слід зазначити, що у грудні 1997 р. була оприлюднена інформація, згідно з якою британський математик Кліффорд Кокс (Clifford Cocks), який працював у центрі урядового зв'язку Великобританії, у 1973 р описав систему, аналогічну RSA, а кількома місяцями пізніше у 1974 р. Малькольм Вільямсон винайшов математичний алгоритм, подібний алгоритму Діффі-Хеллман-Меркле.
Суть шифрування з відкритим ключем полягає у тому, що з шифрування даних використовується один ключ, а з розшифрування – інший (тому такі системи часто називають асиметричними).
Головна умова, яка призвела до появи шифрування з відкритим ключем, полягала в тому, що шифрувальник повідомлення не обов’язково здатний його розшифровувати. Тобто, навіть маючи вихідну інформацію, ключ, за допомогою якого вона шифрувалася, і знаючи алгоритм шифрування, він не зможе розшифрувати закрите повідомлення без знання ключа розшифрування. 
Перший ключ, яким шифрується вихідне повідомлення, називається відкритим і може бути доступний всім користувачам системи. Розшифрування за допомогою цього ключа неможливе. Другий ключ, за допомогою якого дешифрується інформація, називається секретним (закритим) і має бути відомий лише законному одержувачу закритого повідомлення.
В алгоритмах шифрування з відкритим ключем використовують необоротні функції. Ці функції мають таку властивість: при заданому значенні аргументу  відносно легко обчислити значення функції , проте, якщо відоме значення функції , то не завжди просто обчислити значення аргументу . Однак, не будь-яка необоротна функція підходить для використання в реальних криптосистемах. Слід зазначити, що у визначенні необоротності функції присутня невизначеність. Під необоротністю розуміється не теоретична необоротність, a практична неможливість обчислити обернене значення, використовуючи сучасні обчислювальні засоби.
Тому, щоб гарантувати надійний захист інформації, до криптосистем з відкритим ключем висуваються дві важливі та очевидні вимоги.
1. Перетворення вихідної інформації має бути умовно необоротним і виключати її відновлення з урахуванням відкритого ключа.
2. Визначення закритого ключа на основі відкритого також має бути неможливим на сучасному технологічному рівні [15].


2.1.3 Алгоритм RSA та визначення криптосистеми на основі незвідних многочленів

Діффі та Хеллман визначили новий підхід до шифрування, що підштовхнуло до продовження розробки алгоритмів шифрування, які відповідають вимогам систем з відкритим ключем. Одним із перших був алгоритм Rivest-Shamir-Adleman (RSA), розроблений Роном Рівестом, Аді Шаміром та Леном Адлеманом у 1977 році та опублікований у 1978 році. З того часу цей алгоритм широко застосовується практично у всіх додатках, які використовують криптографію з відкритим ключем [16].
Алгоритм RSA ґрунтується на використанні того факту, що задача розкладання на прості множники є важкою, тобто легко отримати добуток двох чисел, тоді як алгоритм знаходження простих множників великого числа відсутній.
Першим етапом будь-якого асиметричного алгоритму є створення одержувачем шифрограм пари ключів: відкритого та секретного. Для алгоритму RSA етап створення ключів складається з наступних операцій:
1) вибираються два прості числа  і ;
2) обчислюється добуток ;
3) обчислюється функція Ейлера ;
4) обирається відкритий ключ , як довільне число (), взаємно просте зі значенням функції Ейлера;
5) обчислюється секретний ключ , як обернене число до  за модулем , зі співвідношення ;
6) публікується відкритий ключ () у спеціальному сховищі, де його неможливо замінити.
Шифрування і дешифрування мають наступний вигляд для деякого незашифрованого блоку  і зашифрованого блоку .

,
.

Криптосистема, створена на незвідних многочленах, аналогічна алгоритму RSA, з тією лише відмінністю, що замість простих чисел використовуються незвідні многочлени, і всі обчислення відбуваються в факторкільці, породженому добутком цих незвідних многочленів.
Першим етапом, як і в алгоритмі RSA, є генерація відкритого і секретного ключів. Створення ключів складається з таких операцій:
1) обираються два незвідні многочлена  над скінченним полем , де  – просте число;
2) обчислюється добуток ;
3) обчислюється кількість оборотних елементів  факторкільця , породженого многочленом , за формулою

,

де  – степінь многочлена , 
 – степінь многочлена ;
4) обирається відкритий ключ , як довільне число (), взаємно просте з числом оборотних елементів;
5) обчислюється секретний ключ , як обернене число до  за модулем , зі співвідношення ;
6) публікується відкритий ключ  у спеціальному сховищі, де виключається можливість його заміни [14].
Шифрування та дешифрування мають наступний вигляд. Деяким незашифрованим блокам  і зашифрованим блокам , ставляться у відповідність многочлени  і , що належать факторкільцю .

,
.

Приклад 2.1 Над даним скінченним полем  розглянемо наступні незвідні многочлени  і . Обчислимо добуток заданих многочленів

.

Кількість оборотних елементів у факторкільці 

.

Обираємо відкритий ключ , який є взаємно простим з . Обчислюємо секретний ключ  із співвідношення : .
Для шифрування було обрано повідомлення «Hello World!». Далі необхідно обрати перетворення блоків вихідного повідомлення в многочлени, що належать факторкільцю  Зауважимо, що оскільки степінь многочлена  дорівнює 11, отже, можемо уявити будь-яке число до  як деякий многочлен . У свою чергу, кожен символ вихідного повідомлення ми представимо у вигляді числа до . У цьому прикладі кожному символу буде відповідати ASCII код відповідного символу. У результаті кожному символу вихідного повідомлення відповідатиме многочлен із факторкільця :
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Після шифрування кожного многочлена  отримаємо наступні .
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,
,


При дешифруванні кожного , отримаємо , які відповідають початковому повідомленню.


2.1.4 Алгоритм генерації незвідних многочленів

Задача побудови незвідних многочленів великих степенів над скінченними полями є однією зі складних і важливих проблем в комп’ютерній алгебрі, теорії кодування, криптографії і теорії скінченних полів. Крім того, останні досягнення в цих областях підігріли ще більший інтерес до предмету даних многочленів. Розглянемо наступний рекурсивний алгоритм генерації незвідних многочленів над скінченними полями.
Теорема 2.1 Нехай  – взаємно прості многочлени і нехай  – незвідний многочлен степеня . Тоді добуток 

                                  (24)

є незвідним многочленом над полем  тоді і тільки тоді, коли многочлен  незвідний над полем  для деякого кореня  многочлена .
Теорема 2.2 Нехай  і  – взаємно прості многочлени в кільці многочленів  і  – незвідний многочлен степеня  над скінченним полем . Також визначимо , , . Тоді

                           (25)

є незвідним многочленом степеня  над скінченним полем , якщо 

,                                                (26)

і 

,                            (27)

де  для деякого ,
 – формальна похідна многочлена  в точці .
В теоремі 2.2 описано загальний випадок рекурсивного алгоритму генерації незвідного многочлена. Так як, підібрати тричлен виду  і , так, щоб виконувалися умови (26) і (27) є нетривіальною задачею, розглянемо окремий випадок цього алгоритму.
Нехай  – скінченне поле, де  – просте число. Тоді  і  – взаємно прості многочлени в кільці  і  – незвідний многочлен степеня  над скінченним полем . Також , . Визначимо

.
, ,

де  визначений як степінь многочлена .
Припустимо, що  і . Тоді  є незвідним многочленом степеня  над полем  для кожного  [15].
Отже, як бачимо, для знаходження незвідних многочленів не існує певного алгоритму, тому їх побудова здійснюється підбором, тобто вірогідними алгоритмами, що потребує немалих витрат часу і об’ємних обчислень. Генерація незвідних многочленів є актуальною і складною на сьогоднішній день прикладною задачею, яка широко використовується і затребувана в криптографічних додатках і теорії кодування.
Генерація незвідних многочленів являє собою знаходження незвідних многочленів із заздалегідь гарними властивостями, що дозволяє використовувати їх для генерації ключів (закритих і відкритих) в системах захищеного документообігу, наприклад, в системах інтернет-банку і клієнт-банку. Коефіцієнти многочленів, як елементи скінченних полів, можна інтерпретувати як багатобітові послідовності для передачі за сучасними каналами зв’язку. Тому важливою задачею залишається використання незвідних многочленів великих степенів, які утворюють відповідні поля.

2.2 Застосування поняття незвідних многочленів в математиці

2.2.1 Застосування поняття незвідних многочленів до інтегрування раціональних функцій

Інтегрування раціональних функцій – операція обчислення невизначеного інтеграла від раціональної функції. Відомо, що первісна раціональна функція виражається у вигляді суми раціональних функцій, натуральних логарифмів і арктангенсів [1]. Зазвичай, таке інтегрування виконується за допомогою розкладання раціонального дробу на суму найпростіших дробів.
Означення 2.1 Раціональним дробом над полем  називається функція виду , де ,  і . Раціональний дріб  називається правильним, якщо . Раціональний дріб  називається простим, якщо ,  – деякий степінь незвідного многочлена  над полем  і .
Теорема 2.1 Будь-який неправильний нескоротний раціональний дріб можна представити і до того ж єдиним чином у вигляді суми многочлена і правильного раціонального дробу.
Теорема 2.2 Кожен правильний раціональний дріб може бути представлений, причому єдиним чином, як сума кінцевого числа простих дробів.
Так як у кільці многочленів над полем  незвідні тільки многочлени першого степеня та многочлени другого степеня з від’ємним дискримінантами, то в полі  існує чотири типи простих дробів із дійсними коефіцієнтами:

,
,
,
,

де квадратний тричлен  незвідний над полем , а  – деякі константи.
Якщо  – простий корінь многочлена , то при розкладанні правильного дробу  на прості, йому відповідає один простий дріб першого типу .
Якщо  – простий корінь кратності  () многочлена , то йому при розкладанні правильного дробу  на прості, відповідає сума  простих дробів першого і другого типів  .
Якщо множник , при розкладанні многочлена  на множники, має перший степінь, то йому відповідає один дріб третього типу .
Якщо множник  має кратність  (), то йому при розкладанні правильного дробу  на прості відповідає сума дробів третього і четвертого типів .
Щоб розкласти правильний раціональний дріб на прості, потрібно представити його у вигляді суми простих дробів з невідомими коефіцієнтами, привести дроби до спільного знаменника і, застосувавши властивості многочленів, знайти невідомі коефіцієнти.
Приклад 2.1 Розкласти дріб  на суму найпростіших дробів над полем .
Для того, щоб розкласти знаменник на незвідні множники над полем , знаходимо раціональні корені знаменника, які є дільниками вільного члена. Маємо . Тоді 

.

Зведемо в правій частині рівності до спільного знаменника і отримаємо рівність чисельників:



.

Так як многочлени рівні, вони приймають однакові значення при всіх значеннях  (у тому числі комплексних, а також таких, що перетворюють знаменник на нуль). Підставивши , отримуємо , тоді . Підставивши , отримаємо , тоді . Підставивши , отримаємо , звідки , а отже, , . Підставивши , знайдемо . Отже,

.

Звичайно, є й інші методи розкладання раціонального дробу на суму найпростіших дробів, одним із яких є метод Остроградського – метод інтегрування раціональних функцій із кратними незвідними множниками у знаменнику. Цей метод дозволяє лише алгебраїчними операціями звести задачу інтегрування довільної раціональної функції до задачі інтегрування раціональної функції без кратних коренів у знаменнику. Але, на мою думку, метод Остроградського є більш складним та громіздким порівняно з розглянутим вище методом.


2.2.2 Застосування поняття незвідних многочленів до звільнення від ірраціональності у знаменнику

Нехай многочлен  – незвідний над полем  і  – деякий його корінь, який не належить . Мінімальне за включенням поле, яке включає поле  і містить  назвемо алгебраїчним розширенням поля  і позначимо . Можна також сказати, що  отримане в результаті приєднання до поля  елемента .
Нехай у  знайшовся многочлен , для якого . Можна вважати, що многочлен незвідний над полем , оскільки інакше многочлен  можна замінити на той незвідний множник у його розкладі, для якого  є коренем.
Теорема 2.3 [8] Усі елементи поля , де  – ірраціональний корінь незвідного над  многочлена  степеня  мають вигляд



для довільних .
За будь-яким  значення  визначаються в єдиний спосіб.
Іншими словами, для будь-якого  знайдеться єдиний многочлен , який або дорівнює нулю, або має степінь менший , такий, що . Для будь-якого  значення  належить .
Означення 2.2 Елемент  називається алгебраїчним над полем , якщо  є коренем будь-якого ненульового многочлена з коефіцієнтами із поля . Якщо при цьому , то  – алгебраїчний ірраціональний елемент над полем  [5].
Так, наприклад, елемент  є алгебраїчним над полем , тому що  є коренем ненульового многочлена .
Нехай  – алгебраїчний раціональний елемент над полем ,  і . Потрібно елемент  представити у вигляді лінійної комбінації невід’ємних степенів елемента  з коефіцієнтами з поля , тобто виключити елемент  зі знаменника дробу. Достатньо розв’язати цю задачу для виразу .
Знайдемо многочлен  такий, що НСД  і  дорівнює одиниці і . Достатньо знайти довільний многочлен  такий, що . Тоді можна отримати многочлен . Оскільки , то існують многочлени  такі, що . Але , тоді з рівності  отримаємо , що й потрібно було зробити.
Приклад 2.2 Звільнитися від алгебраїчної над полем  ірраціональності у виразі .
В даному прикладі можна представити  або , або . Покладемо . Тоді  і . Знайдемо в  многочлен, коренем якого є :


.

Візьмемо . Так як , то . Знайдемо потрібні многочлени . Для цього ділимо  на  за схемою Горнера:

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	



Отже, . Тоді



або
.

Тому  . Продовживши обчислення, отримаємо:



.

Розглянутий спосіб є досить трудомісткий, адже не легко одразу визначити всі потрібні функції для розв’язання подібних завдань. Але інші методи, такі як: множення чисельника і знаменника на корінь, який міститься у знаменнику; множення на спряжений вираз; використання формул скороченого множення; перетворення виразу в знаменнику дробу тощо, – застосовують при розв’язанні більш простих задач. Тому, вважаю, доцільним використання приведеного способу звільнення від ірраціональності у знаменнику дробу до задач математичного аналізу.


2.2.3 Застосування поняття незвідних многочленів до задач на побудову

Зв’язок теорії полів з задачами на побудову можна пояснити наступним чином. Нехай  – числове поле і  можна подати у радикалах над полем , якщо воно виражене через елементи поля  за допомогою дій додавання, віднімання, множення, ділення i добування кореня будь-якого степеня, використаних скінченне число разів. Многочлен  () з коефіцієнтами з поля  називається розв’язним у радикалах над , якщо всi його коренi можна подати у радикалах через його коефiцiєнти. Якщо при цьому обмежуються добуванням квадратного кореня, то говорять про розв’язнiсть многочлена у квадратних радикалах [2]. 
Має місце теорема Руффiнi-Абеля, яка доводить, що многочлен -го степеня з довiльними числовими коефiцiєнтами при  є нерозв’язним у радикалах. В той же час iснують окремi класи рiвнянь вищих степенiв, якi можна розв’язати у радикалах над окремими полями. 
Еварист Галуа довів, що для будь-якого  iснують многочлени -го степеня з раціональними коефіцієнтами, які не можна розв’язати у радикалах над полем . Ця теорема доводиться в теорії Галуа, де з кожним многочленом пов’язується скінченна група, яку називають групою Галуа даного многочлена. 
Якщо корінь незвідного у полі  многочлена  можна подати у квадратних радикалах через його коефіцієнти, то степінь  многочлена  є числом виду , де  – ціле невід’ємне число. 
Корені незвідного над полем  многочлена , степінь якого не є степенем числа 2, не виражаються в квадратних радикалах через числа цього поля. 
Для того щоб усі корені кубічного многочлена над полем  виражалися в квадратних радикалах через числа цього поля, необхідно i достатньо, щоб цей многочлен був звідним у полі . 
Говорять, що число  можна побудувати циркулем i лінійкою, виходячи з множини чисел , якщо можна побудувати циркулем i лінійкою хоч одну точку площини, для якої  є однiєю з координат, виходячи з множини точок площини, обидві координати яких належать множини . Для того щоб число  було побудовним циркулем i лiнiйкою, виходячи з поля , необхідно i достатньо, щоб число  виражалося в квадратних радикалах через числа цього поля [10].
Тож, многочлени з цілими та раціональними коефіцієнтами відіграють важливу роль у багатьох задачах на побудову. Аналізуючи ці задачі, доводиться розкладати многочлен на незвідні множники або визначати, чи є даний многочлен незвідним. 
У математиці є багато задач, які ще з давніх часів вважались нерозв’язними. Багато математиків і досі намагаються розв’язати деякі задачі, інші ж навпаки – довести їх нерозв’язність. Знання з абстрактної алгебри, теорії полів і кілець, а саме – поняття незвідності многочлена, поширено використовується у розв’язанні багатьох задач або в доведенні не існування розв’язку задачі. Абстрактна алгебра веде свою історію з початку XIX століття, коли у працях математика Евариста Галуа були закладені основи однієї з найважливіших її галузей – теорії груп. Невдовзі, після створення цієї теорії, з її допомогою було розв’язано найважчі математичні завдання – такі, наприклад, як: вираження відношенням цілих чисел відношення довжин діагоналі квадрата та його сторони; питання про розв’язання рівнянь у радикалах та розв’язність задач на побудову циркулем та лінійкою. 
Зараз доведення ірраціональності числа , тобто співвідношення 

,                                                       (28)

де  – поле раціональних чисел, відоме будь-кому, але 2500 років тому воно справило приголомшливе враження.
Алгебра допомогла не тільки розв’язати ці завдання, а й дозволила, вичерпним чином, з’ясувати, які рівняння можна розв’язати в радикалах, а які ні, які побудови можуть бути виконані циркулем і лінійкою, які ні. Іншими методами ці завдання намагалися безуспішно розв’язати багато століть [13].
Таким чином, існують задачі на побудову, що не можуть бути розв’язані за допомогою циркуля і лінійки. Зупинимося на трьох таких відомих задачах давнини, що намагалися розв’язати ще в V ст. до н.е., неможливість побудов яких доведена математиками в XIX столітті. Із сучасної точки зору нерозв’язність кожної з цих задач виражається співвідношенням, аналогічним відношенню (28), а саме – співвідношенням , де  – деяке комплексне число, а  – поле, над яким ведеться розв’язок задачі [6].
Коротко розглянемо ці задачі.
Задача про квадратуру круга. Тобто побудова за допомогою циркуля і лінійки квадрата, рівновеликого даному кругу. 
Радіус даного круга прирівнюється до одиниці вимірювання, через  позначається довжина сторони шуканого квадрата. Так, задача зводиться до розв’язання рівняння , а отже, . Як видно, нерозв’язність цієї задачі випливає з трансцендентності числа , яка була доведена у 1882 р. Фердинандом Ліндеманом.
Задача про трисекції кута. Тобто розподіл вільного кута на три рівні частини за допомогою циркуля і лінійки.
В одній із статей журналу «Наука і життя» (1998 р., № 3) для розв’язання використовується геометрична фігура (рис. 2.1), що складається з рівнобедреного трикутника  з нижнім кутом , що підлягає поділу на три рівні частини, і рівносторонньої трапеції , всі вершини якої знаходяться на однаковій відстані від точки . 
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Рисунок 2.1 – Зображення геометричної фігури 
до розв’язання задачі про трисекції кута

Покладено, що , , , . Для трапеції має місце співвідношення або . Задача зводиться до побудови трапеції при різних значеннях відношень ,  та  будуть ділити кут  на три рівні частини. Ось тільки кут  не довільний, та й побудова трапеції можлива не для будь якого значення  . [9]
Тепер не важко довести, що задача про трисекції кута нерозв’язна циркулем і лінійкою. Достатньо показати, що вона нерозв’язна для кута . Нехай одна зі сторін кута співпадає з додатною  дійсною піввіссю, тоді множину  можна вважати складену з трьох комплексних чисел: , де  лежить на іншій стороні кута і . Поле задачі  співпадає з полем  – розширенням поля  за допомогою чисел  і . Нехай ; якщо кут  можна побудувати, то, очевидно, можна побудувати і точку, яка зображує число . Використавши співвідношення . Звідки отримаємо, що  задовольняє кубічному рівнянню

.                                       (29)

У випадку, коли кут  , тому рівняння (29) приймає вигляд . Якщо дана задача має розв’язок, то і це рівняння має корені в полі Q, тому многочлен  звідний над полем раціональних чисел. Так як один з множників в його розкладі  на многочлени  і  має степінь один, то  має раціональний корінь , де  і  – взаємно прості цілі числа, і . Підставивши  в рівняння, отримаємо . Тим самими  ділиться на , тому  і отримаємо

.                                           (30)

За теоремою Вієта  повинно ділити число . Легко переконатися, що серед дільників вісімки немає коренів рівняння (30), отже, дійшли протиріччя і  – незвідний над полем  [2].
Задача про подвоєння куба. Полягає в побудові куба, що має об’єм, вдвічі більший обсягу даного куба. 
Нехай  – ребро куба, який потрібно побудувати,  – ребро заданого куба. Тоді, задача зводиться до розв’язку рівняння , а розв’язок має вигляд . Головна проблема – побудова відрізка довжиною , адже многочлен, який відповідатиме цьому числу, буде мати степінь  Отже, ця задача не може бути розв’язана за допомогою циркуля і лінійки.
Розглянувши три відомі задачі, припустимо, що задача на побудову зводиться до побудови відрізка  по заданих відрізках  ... (до такої схеми зводяться багато задач на побудову). Відрізки, що виражені формулами , , ,  можуть бути побудовані циркулем та лінійкою; для відрізків, заданих складнішими формулами, це можливо, але тільки якщо їх можна виразити через перераховані вище формули. Наприклад, можна побудувати відрізок , оскільки  = , де , . Проте відрізок  побудувати не можна.
Довжини заданих відрізків – дійсні числа. Отже у процесі перекладання побудови на алгебраїчні операції, будем розглядати найменше поле, що містить ці числа. Кожен крок побудови полягає в будуванні прямої та кола, та перетину їх один з одним. Тому в процесі побудови ми можемо отримати лише такі відрізки, довжини яких є коренями квадратних рівнянь, коефіцієнти яких вже побудовані. До того ж корені рівнянь можемо використовувати тільки додатні, та тільки такі, щоб вираз однієї прямої через іншу, при підстановці цього кореня, також був додатнім [2].
Приклад 2.2 Дослідити можливість побудови прямокутної трапеції, якщо задані її діагоналі  і відстань  від точки перетину діагоналій до найменшої її бічної сторони.
Нехай  i  – основи трапеції, а  – її висота (рис. 2.2).

[image: ]
Рисунок 2.2 – Побудова прямокутної трапеції за її діагоналями 
і відстанню від точки їх перетину до меншої бічної сторони

З подібності трикутників маємо:   і . Тоді , а отже,  З цього випливає, що . 
Побудувати трапецію можливо тільки у тому випадку, якщо може бути побудований відрізок . Складемо систему рівнянь для знаходження . Маємо: 

	                                               (31)

Виключаючи  і  з системи (31), отримаємо рівняння для :

.       (32)

Побудувати трапецію можливо тільки в тому випадку, якщо можна циркулем та лінійкою побудувати корінь рівняння (32), що задовольняє умовам задачі.
Покажемо неможливість побудови в загальному випадку: нехай , , . При фіксованих , , зміна значення  викликає зміну значення  в межах від  до  При ,  маємо , тому  – допустиме значення, отже, трапеція з заданими елементами існує. Рівняння (32) у нашому випадку має вигляд:

,

або 


Корінь  є стороннім, оскільки при , , із співвідношення , отримаємо  Отже корінь, що нам підходить можна знайти з рівняння . За критерієм Ейзенштейна цей многочлен є незвідним над полем  Отже многочлен не має ні раціональних, ні цілих коренів, з цього випливає, що ми не можемо зобразити його корені за допомогою циркуля та лінійки, а отже побудувати трапецію також неможливо [10].
Розглянуті в цьому розділі твердження про нерозв’язність тих чи інших задач на побудову циркулем та лінійкою є лише легкими наслідками теореми Ліндемана. Ця теорема показує, що поле алгебраїчних чисел занадто мале не тільки з точки зору аналізу, але і з точки зору елементарної геометрії (воно не допускає числового вираження площ та довжин конструктивних елементарних фігур). Тим самим стає необхідним розширення поля алгебраїчних чисел до поля комплексних чисел . Для вирішення деяких питань сучасності поле  може виявитися також недостатньо широким.
Розглянуті геометричні задачі зіграли значну роль в історії математики. Головне – вони поставили питання про критерій розв’язання задач на побудову за допомогою циркуля та лінійки. Вони стимулювали розвиток низки питань сучасної математики: про розв’язання алгебраїчних рівнянь у квадратних радикалах, про природу числа  та ін. Для розв’язання цих завдань були винайдені спеціальні криві: парабола, гіпербола, квадратриса та інші, які виявилися необхідними в декількох областях математики.
На сьогоднішній день є методи, які дозволяють розв’язати задачі, нерозв’язні циркулем та лінійкою, але без обмеження на умову використовувати лише циркуль та лінійку. Звичайно, якщо є питання отримати розв’язок такої задачі, то доцільно скористатися допомогою найрізноманітніших геометричних та алгебраїчних засобів.


2.2.4 Застосування поняття незвідних многочленів до розв’язування рівнянь третього степеня спеціального виду

Розглянемо рівняння третього степеня спеціального виду

.                                            (33)

Відомо, що для розв’язування рівнянь третього степеня застосовується метод Кардано [9]. Щоб безпосередньо можна було застосувати формули Кардано, необхідно привести рівняння до стандартного виду 

.                                             (34)

Це зазвичай здійснюється наступним чином. Спочатку ділимо праву і ліву частини рівняння на коефіцієнт , отримуємо . Далі покладемо , . Отримаємо рівняння 

.                                           (35)

Шляхом використання заміни 

,                                                  (36)

матимемо рівняння . Замінивши , , отримаємо рівняння (34).
Ще один ефективний метод зведення рівняння виду (33) до стандартної форми (34) з’являється після залучення поняття взаємного многочлена [7]. Так, щоб знайти взаємний многочлен  до многочлена  треба скористатися формулою , де  – степінь даного многочлена.
Очевидно, що для спеціального виду рівнянь третього степеня, многочлен, взаємний до многочлена в лівій частині рівняння, після ділення на головний коефіцієнт, матиме вигляд (34), тобто рівняння набуде стандартного вигляду без використання заміни (36).
Таким чином, після зведення рівняння (33) до стандартного виду (34) і застосування формул Кардано, отримаємо корені  рівняння (34).
Взаємні многочлени мають ряд корисних властивостей [7]. Використаємо деякі з них. Зокрема, на цьому етапі знадобиться така властивість: корені взаємного многочлена обернені до коренів заданого многочлена [8]. Застосовуючи цю властивість, одразу отримуємо корені шуканого многочлена (33) у вигляді .
Приклад 2.3 Розв’язати рівняння .
Знайдемо взаємний многочлен  до многочлена , який знаходиться в лівій частині рівняння. Отримаємо . Таким чином, далі будемо розглядати рівняння , поділивши праву і ліву частини якого на , отримаємо рівняння , яке має стандартний вид. Застосуємо до нього формули Кардано і отримаємо корені , , . Тому, застосовуючи відповідну властивість, отримуємо корені заданого рівняння: , , .
Розглянемо ще одну можливість застосування поняття незвідності у поєднанні з поняттям взаємного многочлена. Як відомо, одним із найпоширеніших критеріїв для перевірки многочлена на незвідність над полем раціональних чисел є критерій Ейзенштейна [7]. Для того, щоб розпочати перевірку на незвідність за цим критерієм, необхідно знайти прості дільники вільного члена. Найчастіше виходить так, що вільний член не має простих дільників. У цьому випадку переходять до іншої змінної, наприклад за допомогою схеми Горнера. При цьому змінюється і вільний член.
Ще один спосіб підготовки многочлена до перевірки за критерієм Ейзенштейна виникає, якщо задіяти таку властивість взаємних многочленів: взаємний многочлен до незвідного – незвідний. Знайшовши многочлен, взаємний до даного, вільний член якого має найпростіші дільники, перевіряємо його на незвідність. Якщо він незвідний, то незвідним буде і заданий многочлен.
Приклад 2.4 Довести незвідність многочлена  над полем раціональних чисел.
Вільний член цього багаточлена не має простих дільників, отже, ми не маємо можливості розпочати перевірку на незвідність за критерієм Ейзенштейна. Побудуємо многочлен , взаємний до даного:

.

Число  є простим дільником вільного члена многочлена . Тепер можемо перевірити три умови з критерія Ейзенштейна:
1. Старший коефіцієнт не ділиться на .
2. Інші коефіцієнти діляться на .
3. Вільний член не ділиться на .
Таким чином, многочлен  незвідний над полем раціональних чисел. Це означає, що, згідно вищезгаданій властивості, і заданий многочлен  незвідний над полем раціональних чисел.


ВИСНОВКИ


Робота присвячена дослідженню поняття незвідних многочленів. В ній було розглянуто основні визначення теми, сформульовано означення многочлена, кільця, поля, незвідного многочлена, а також застосування поняття незвідного многочлена в різних областях науки.
Відповідно до поставлених у роботі завдань у вступі проведено історичний огляд виникнення теорії многочленів та загальний нарис розвитку теорії многочленів 
У першому розділі були розглянуті теоретичні відомості теорії многочленів, кілець та полів. Вивчені і сформульовані умови та критерії незвідності многочленів. Розглянуто різні операції над многочленами та наведені приклади їх застосування, наведено теореми теорії многочленів. 
У другому розділі наведено основні області застосування поняття незвідних многочленів, розглянуто приклади типових задач на використання властивостей незвідних многочленів.
У процесі виконання кваліфікаційної роботи використовувалися такі методи дослідження, як аналітичний, порівняльний, узагальнення та конкретизація.
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