
	МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ
ЗАПОРІЗЬКИЙ НАЦІОНАЛЬНИЙ УНІВЕРСИТЕТ

МАТЕМАТИЧНИЙ ФАКУЛЬТЕТ
Кафедра загальної математики







КВАЛІФІКАЦІЙНА РОБОТА МАГІСТРА
на тему: «ЗАСТОСУВАННЯ РІЗНИХ ПІДХОДІВ ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ ОКРЕМИХ ТИПІВ ДІОФАНТОВИХ РІВНЯНЬ»





	Виконав: студент
	2
	курсу, групи
	8.1112-з

	спеціальності
	111 математика

	
	(шифр і назва спеціальності)

	освітньої програми
	математика

	
	(назва освітньої програми)

	А. О. Гуцман

	(ініціали та прізвище)

	Керівник
	доцент кафедри загальної математики, доцент, к.ф.-м.н. Стєганцев Є.В.

	
	(посада, вчене звання, науковий ступінь, прізвище та ініціали)

	

	Рецензент
	доцент кафедри фундаметальної та прикладної математики, доцент, к.ф.-м.н. Панасенко Є.В.

	
	(посада, вчене звання, науковий ступінь, прізвище та ініціали)

	



Запоріжжя
2023
МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ 

	ЗАПОРІЗЬКИЙ НАЦІОНАЛЬНИЙ УНІВЕРСИТЕТ

	Факультет
	математичний

	Кафедра
	загальної математики

	Рівень вищої освіти
	магістр

	Спеціальність
	111 математика

	
	(шифр і назва)

	Освітня програма
	математика




	ЗАТВЕРДЖУЮ
Завідувач кафедри загальної математики, к.ф.-м.н., доцент


	
	Зіновєєв І.В.

	(підпис)
	

	

	«
	
	»
	
	2023 р.




ЗАВДАННЯ
НА КВАЛІФІКАЦІЙНУ РОБОТУ СТУДЕНТОВІ (СТУДЕНТЦІ)

	Гуцман Анастасії Олександрівні


(прізвище, ім’я та по-батькові)

	1. Тема роботи (проекту)
	Застосування різних підходів до розв’язання окремих типів 

	діофантових рівнянь

	

	керівник роботи (проекту)
	Стєганцев Євгеній Вікторович, канд. фіз.-матем. наук, доцент

	
	(прізвище, ім’я та по-батькові, науковий ступінь, вчене звання)

	

	затверджені наказом ЗНУ від
	«
	
	»
	
	2023 року №
	

	

	2. Строк подання студентом роботи 
	до 11.12.2023

	

	3. Вихідні дані до роботи
	1. Постановка задачі.

	2. Перелік літератури.

	

	

	4. Зміст розрахунково-пояснювальної записки (перелік питань, які потрібно розробити)
	

	Теоретичні основи вивчення діофантових рівнянь

	Неперервні дроби та їх використання для розв’язання діофантових рівнянь

	Методика розв’язування діофантових рівнянь

	

	5. Перелік графічного матеріалу (з точним зазначенням обов’язкових креслень)
	

	презентація

	




6. Консультанти розділів роботи
	Розділ
	Прізвище, ініціали та посада консультанта
	Підпис, дата

	
	
	завдання видав
	завдання прийняв

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	



	7. Дата видачі завдання
	15.09.2023




КАЛЕНДАРНИЙ ПЛАН
	№
	Назва етапів кваліфікаційної роботи магістра
	Строк виконання етапів роботи
	Примітка

	1.
	Розробка плану роботи.
	16.09.2023
	

	
	
	
	

	2.
	Збір вихідних даних.
	01.10.2023
	

	
	
	
	

	3.
	Обробка методичних та теоретичних 
	05.10.2023
	

	
	джерел.
	
	

	
	
	
	

	4.
	Розробка першого та другого розділу.
	01.11.2023
	

	
	
	
	

	5.
	Розробка третього розділу.
	25.11.2023
	

	
	
	
	

	6.
	Оформлення та нормоконтроль
	06.12.2023
	

	
	кваліфікаційної роботи магістра.
	
	

	
	
	
	

	7.
	Захист кваліфікаційної роботи магістра.
	
	




	Студент
	
	
	А.О. Гуцман 

	
	(підпис)
	
	(ініціали та прізвище)

	

	Керівник роботи 
	
	
	Є.В. Стєганцев 

	
	(підпис)
	
	(ініціали та прізвище)





Нормоконтроль пройдено
	Нормоконтролер
	
	
	О.Г Спиця

	
	(підпис)
	
	(ініціали та прізвище)

	

	
	
	



ЗМІСТ


	Завдання на кваліфікаційну роботу …………....................................................2 Реферат……………………………………………………………………………..5 Summary………………………………………………………………………...….7
Вступ………………………………………………………………………........….9

	1 Теоретичні основи вивчення діофантових рівнянь…..…………………… .11

	1.1	Історія виникнення, розвиток та розширення поняття про діофантові рівняння……………………...……….…………………………………………...11

	1.2	Невизначене рівняння першого степеню з двома невідомими………...21

	1.3	Невизначене рівняння другого степеня із двома невідомими …………25

	2 Неперервні дроби та їх використання для розв’язання діофантових рівнянь……………………………………………………………………….……32

	2.1	Основні відомості із теорії неперервних дробів……..………………....32

	2.2	Властивості неперервних дробів……………………….................…….37
3 Методика розв’язування діофантових рівнянь…………………………..…..41

	3.1	Розв’язання рівняння Пелля за допомогою неперервних дробів…………………………………………………..….…………...……...….41

	3.2	Розв’язання рівняння Пелля за допомогою властивостей дерева Штерна- Броко…………………………………………………...….……...…….42

	Висновки…………………………………………………………………...……..60

	Перелік посилань………………………………………………..…......…...…....61








РЕФЕРАТ


Кваліфікаційна робота магістра «Застосування різних підходів до розв’язку окремих типів діофантових рівнянь»: 61 с., 2 рис., 2 табл., 15 джерел.
АЛГОРИТМ, ДІОФАНТОВІ РІВНЯННЯ, ДОВЕДЕННЯ, КОРЕНІ РІВНЯННЯ, КОЕФІЦІЄНТ, ТЕОРЕМА.
Об’єкт дослідження – діофантові рівняння та іх розв’язання.
Мета роботи: систематизація відомостей про рівняння Діофанта та дослідження розв'язування рівнянь Діофанта першого та другого порядку.
Метод дослідження – аналітичний.
Діофантові рівняння є особливим класом математичних рівнянь, які виникають у випадку, коли шукаються цілочисельні розв'язки. Назва на честь античного математика Діофанта, ці рівняння можуть мати різні типи розв'язків, і їх вивчення є напрямком алгебри. Давайте розглянемо деякі з основних типів розв'язків діофантових рівнів.
Однорідні рівняння: Однорідні діофантові рівняння мають вигляд  ax + by = c, де a, b, c  –  цілі числа. Одним із методів розв’язання такого рівня є використання алгоритму Евкліда для розміщення найбільшого спільного дільника між a і b. Якщо c є кратним цього найбільшого спільного дільника, то рівняння має цілочисельний розв'язок; різні розв'язків не існують.
Розширені алгоритми: Для розв'язання діофантових рівнянь виберають різні алгоритми, такі як розширений алгоритм Евкліда. Ці алгоритми можна залишити цілими числами x і р, що задовольняють рівняння типу x + by = c, а також знаходження оберненого модуля за модулем. Це може бути корисним, наприклад, у криптографії. 
Рівняння Пелля: Рівняння Пелля мають форму x² + Dy² = 1, де D  –  ціле число, яке не є повним квадратом. Розв'язки цих рівнянь пов'язані з апроксимаціями квадратичних коренів, і їх можна знайти за допомогою теорії діофантових наближень.
Рівняння Ферма: Рівняння Ферма виглядають як xⁿ + pⁿ = zⁿ де n > 2 і x, р, z  –  цілі числа. Проблема розв'язання цих рівнянь протягом тривалого часу була відомою як Велика Теорема Ферма, і її розв'язання стало єдиним із змінних подій у теорії чисел. (это не должно быть в реферате)
Узагальнюючи, розв'язання діофантових рівнянь включає в себе використання різноманітних математичних методів, включаючи теорію чисел, алгебру та аналіз. Вивчення цих рівнянь розкрити природу цілих чисел та їх взаємозв'язки. 








SUMMARY


Master's Qualification Thesis «Use of the Different Approaches to Solving of the Specific Tipes of Diophantus Equations»: 61 pages, 2 figures, 2 tables, 15 references.
ALGORITHM, DIOPHANT EQUATIONS, , PROOF SOLVE EQUATIONS, COEFFICIENT, THEOREM.
The object of the study – Diophantine equations and their solutions.
The aim of the study: systematization of information about Diophantus equations and research on solving Diophantus equations of the first and second order.
The method of research – analytical.
Diophantine equations are a special class of mathematical levels that arise when target or integer solutions are sought. Named after the ancient mathematician Diophantus, these equations can have different types of solutions, and their study is a branch of algebra. Let us consider some of the basic types of solutions of Diophantine levels.
Homogeneous equations: Homogeneous Diophantine equations have the form , where a, b, c are integers. One method of solving this level is to use Euclid's algorithm to find the greatest common divisor between a and b. If c is a multiple of this greatest common divisor, then the equation has an integer solution; different solutions do not exist.
Advanced Algorithms: To solve Diophantine levels, choose different algorithms such as Euclid's Advanced Algorithm. These algorithms can be left with integers x and p satisfying equations of the type , as well as finding the inverse modulo modulo. This can be useful, for example, in cryptography.
Pell's Equations: Pell's equations are of the form , where D is an integer that is not a perfect square. The solutions of these equations are related to square root approximations and can be found using the theory of Diophantine approximations.
Fermat's equation: Fermat's equation looks like xⁿ + pⁿ = zⁿ  where n > 2 and x, p, z are integers. The problem of solving these equations was known for a long time as Fermat's Great Theorem, and its solution became one of the changing events in number theory.
In summary, solving Diophantine levels involves the use of a variety of mathematical methods, including number theory, algebra, and analysis. Studying these levels will reveal the nature of whole numbers and their relationships.







ВСТУП


Актуальність дослідження. В елементарній математиці існує низка часто цікавих і складних проблем, які починаються як прості теми, а згодом розвиваються в математичні теорії, що мають відношення до історії та проблем. Однією з таких теорій є теорія діофантових рівнянь, яка завдячує своєю назвою великому античному математику Діофанту [12].
У цій роботі ми розглянемо розв'язання цілочисельних рівнянь, тобто рівнянь Діофанта. 
Розв'язання алгебраїчних рівнянь з цілими коефіцієнтами з більш ніж одним невідомим є однією з найскладніших задач теорії чисел. Її розв'язанням займалися грецький математик Піфагор (до н.е.) та видатні математики Нового часу П. Ферма (до н.е.), Л. Ейлер (до н.е.) і Ж. Лагранж (до н.е.).
  Одним з математиків, який займався цією проблемою, був давньогрецький математик Діофант Александрійський, праці якого мали велике значення для алгебри та теорії чисел. До сьогодні не встановлено ні дату його народження, ні дату смерті, але вважається, що він жив у першому столітті нашої ери.
У сучасній математиці рівняння Діофанта часто називають алгебраїчними рівняннями, а їх розв'язки знаходять в алгебраїчних цілих алгебраїчних розширеннях раціональних чисел, в p-десяткових числах. Вивчення діофантових рівнянь вважається прикордонною областю між теорією чисел та алгебраїчною геометрією.
    Хоча Діофант займався виключно розв'язуванням конкретних рівнянь, є підстави вважати, що він був знайомий з деякими загальними методами. Задачі, пов'язані з рівняннями Діофанта, дозволяють розв'язувати багато цікавих проблем певних предметів та інших сучасних актуальних задач.
Відомою проблемою в теорії діофантових рівнянь є задача Ферма, яка досі не має загального розв'язку. Частини теорії діофантових рівнянь пропонуються на математичних олімпіадах, розглядаються в класах з поглибленим вивченням математики та на факультативних заняттях на уроках математики. Важливість цієї проблеми та її практичне застосування на шкільних уроках математики зумовили вибір теми дослідження.
Метою роботи є систематизація відомостей про рівняння Діофанта та дослідження розв'язування рівнянь Діофанта першого та другого порядку.
Об'єктом дослідження є діофантові рівняння та їх розв’язання.
Предметом дослідження є діофантові рівняння першого та другого порядку.
Виходячи з поставленої мети, визначено основні задачі дослідження: 
а) систематизувати матеріал з теорії діофантових рівнянь;
б) вивчити розв'язування діофантових рівнянь першого та другого порядку та їх загальний розв'язок;
в) визначити основні методи розв'язування задач, пов'язаних з діофантовими рівняннями.
Теоретичне значення роботи полягає в тому, що в ній узагальнено основні факти про розв'язання діофантового рівняння.
Практичне значення роботи полягає в можливості застосування матеріалу студентами та вчителями загальноосвітніх шкіл. Для вирішення проблеми були використані наступні методи: вивчення літератури за темою дослідження, порівняльний аналіз та узагальнення.
Робота складається з трьох розділів. У Розділі 1 коротко пояснюються історичні передумови, основні означення та допоміжні теореми рівняння Діофанта. У розділі 2 розглянуто діофантові рівняння першого та другого порядку та наведено приклади. У третьому розділі розглянуто методику розв’язання даних рівнянь.


1 ТЕОРЕТИЧНІ ОСНОВМ ВИВЧЕННЯ ДІОФАНТОВИХ РІВНЯНЬ


1.1 Історія виникнення, розвиток та розширення поняття про діофантові рівняння

Діофант –  одна з найцікавіших постатей в історії математики. Ми не знаємо ні хто такий Діофант, ні точні роки його життя, ні його попередників, які працювали в тій же сфері, що і він.
Творчість Діофанта дуже цікава. До нас дійшли сім з тринадцяти книг «Арифметики». Стиль і зміст цих книг значно відрізняються від класичних книг з теорії чисел та алгебри, відомих з «Начал» Евкліда та «Лем» Архімеда і Аполлонія. Ця книга з арифметики, безсумнівно, є результатом багатьох досліджень, багато з яких досі невідомі.
«Арифметика» Діофанта –  це збірник задач (всього 189), кожна з яких має розв'язок і необхідне пояснення. Ця збірка задач містить найрізноманітніші задачі, розв'язання яких часто буває складним для розуміння. Діофант практикував пошук розв'язків невизначених рівнянь. Його цікавили лише натуральні числа та раціональні розв'язки. Ірраціональні розв'язки він називав «неможливими» і ретельно підбирав коефіцієнти, щоб отримати потрібний додатний раціональний розв'язок.
Таким чином, називаючи довільне невизначене рівняння (але зазвичай з цілими коефіцієнтами) «діофантовим», часто підкреслюють, що рівняння має бути розв'язане з цілими числами.
Діофант був останнім великим математиком античності. Водночас він був одним з перших творців нової алгебри, заснованої не на геометрії (як у Евкліда, Архімеда та Аполлонія), а на арифметиці. Діофант ввів від'ємні числа і використовував літерні символи [12]. «Арифметика» Діофанта стала початком теоретичної та числової роботи Ферма та Ейлера, зокрема, розвитку теорії невизначених рівнянь. Розв'язування цілих рівнянь є однією з найдавніших математичних задач. Вже на початку другого тисячоліття до нашої ери вавилоняни вміли розв'язувати системи рівнянь з двома невідомими. Свого апогею математика в цій галузі досягла в Стародавній Греції. Арифметика александрійського математика Діофанта є її основним джерелом. Однак до наших днів дійшли лише деякі з його математичних книг (шість з тринадцяти). У них Діофант дає багато методів для розв'язування задач, що зводяться до невизначених рівнянь до четвертого порядку, а також для вивчення рівнянь другого і третього порядку [11]. Для позначення невідомих, їхніх порядків і знаків рівності Діофант використовував форму скорочення відповідних слів. Діофант знав загальний метод розв'язування невизначених рівнянь. Нещодавно було виявлено ще чотири арабські тексти арифметичних книг з ім'ям Діофанта.
Першоджерелом творчості Діофанта є арифметико-алгебраїчний напрям, який розвивався в александрійській математиці в першому і другому століттях нашої ери. Однак про це відомо небагато. Відомо лише, що проблема раціонального розуміння рівнянь піднімалася ще в стародавньому Вавилоні. Піфагор винайшов закон для знаходження цілочисельних розв'язків цієї задачі:


                                                                     (1.1)

де m – непарне. m = 3 дає трикутник зі сторонами 3, 4 і 5, який також пов'язаний з ім'ям Піфагора [7].
Загальну формулу для розв'язання рівняння (1.1) можна знайти в «Началах» Евкліда:

                             ,                         (1.2)

де p і g – цілі числа.
Ці формули часто використовував Діофант. Друге невизначене рівняння, яке вивчали древні, мало вигляд:

                                        .                                                    (1.3)

Воно називається рівнянням Пелла (без конкретного історичного підґрунтя) і сьогодні часто згадується як рівняння Ферма [13]. Евклід показав, як знайти всі розв'язки цього рівняння, починаючи з найменшого, коли a = 2. Архімед поставив перед александрійськими математиками задачу про бика, якому приписується рівняння (1.3) з a = 4729494. Він вибрав таке значення a, що простий перебір не давав жодного розв'язку.   П'єр Ферма використовував точно такий же підхід. Він також поставив перед собою завдання знайти розв'язок рівняння (1.3), спеціально підібравши таке значення a, щоб найменший розв'язок був дуже великим. Після Ферма невизначеними рівняннями займався Ньютон. Він був першим, хто геометрично інтерпретував метод Діофанта і знайшов раціональні точки кубічної кривої [14]. Він застосував метод «перерізу», коли були відомі дві кінцеві точки кривої.
Леонард Ейлер (1707-1783) багато працював у галузі аналізу невизначеності. Він сформулював загальну відмінність між задачами пошуку раціональних розв'язків невизначених квадратних і кубічних рівнянь.
Для рівняння: , знайдено умови, за яких невідомі числа можна виразити через раціональні функції параметрів [15]. А саме він виявив, що раціональні розв'язки цих рівнянь можна знайти за допомогою теорем множення та додавання еліптичних інтегралів, якщо відомі один або два таких розв'язки [5].
Робота Якобі не привернула уваги сучасників. Наприкінці минулого століття Анрі Пуанкаре прийшов до тієї ж ідеї, коли почав будувати арифметику алгебраїчних кривих. Ось деякі визначення та поняття з теорії діофантових рівнянь.
Невизначене рівняння –  це рівняння, що містить декілька невідомих. 
Невизначена система рівнянь – це система рівнянь, в якій кількість невідомих більша за кількість рівнянь.
Діофантові рівняння – алгебраїчні рівняння або системи алгебраїчних рівнянь з цілими коефіцієнтами, які мають цілочисельні або раціональні розв'язки.
Загальновідомо, що графіком лінійного рівняння з двома невідомими є пряма лінія. Координати кожної точки цієї прямої – розв’язок даного рівняння. Таким чином, воно має безліч розв’язків. Тому рівняння з кількома змінними називається невизначеним.
Рівняння виду  є одним з найпростіших невизначених рівнянь I-го порядку, але незважаючи на це, зорв’язавши таке рівняння вельми не просто.
Розглянемо два методи розв’язку невизначених рівнянь виду  метод перебору і метод «спуску».
Неважко довести, якщо ми знаємо один конкретний розв’язок  рівняння, то зможемо знайти всі інші розв’язки рівняння . Нехай пара х0, у0 є розв’язком даного рівняння. Тобто рівність  тотожне задовольняється. Віднімемо з вихідного рівняння отримане і отримаємо  Так як a і b взаімно прості, то множник числа (x-x0) повинен ділитися на b, а множник числа (y-y0) повинен ділитися на a. Звідки випливає, що , де t – довільне ціле число.
Теорема 1.1 Якщо числа a і b – взаємно прості, то рівняння  має нескінченну кількість розв’язків в цілих числах, які знаходяться у взаємно однозначній відповідності з безліччю цілих чисел Z (тобто можуть бути пронумеровані цілими числами) і описуються формулою    ,, де .
Теорема 1.2 Якщо найбільший спільний дільниккоефіцієнтів  більше 1, а вільний член не ділитися на , то рівняння не має рішень в цілих числах.
Теорема 1.3 Будь – яке рівняння , де НСД . Має хоча б один розв’язок в цілих числах.
Теорема 1.4 Якщо числа  – цілі, то безліч значень функції від двох цілих аргументів х і у збігаються з безліччю чисел, кратних 
 = НСД (a; b), тобто с множина .
Теорема 1.5 Якщо числа  – взаємно прості. То рівняння  має нескінчену множину розвязків в цілих числах, які знаходяться у взаємному однозначній відповідності з безліччю цілих чисел (тобто можуть бути пронумеровані цілими числами) і описуються формулою , , де , а   – приватний розв’язок (яки існує в силу теореми 3)
Метод перебору. Метод перебору включає в себе перебір чисел замість змінних , з урахуванням, що рівняння при певному підборі чисел перетворюється у вірну рівність.
Приклад 1.1 Розглянемо рівняння: .
Потрібно знайти всі натуральні значення змінних 
Розв'язання: Помножимо обидві частини рівняння на 2, щоб позбутися від дробових чисел, отримаємо  
Виразимо   через  :    х =  
Потім використаємо метод перебору розглянемо таблицю 1.1 (враховуючи, що 

Таблиця 1.1 – Метод перебору для розв’язку рівняння
	х
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	у
	11,(3)
	10
	8,(6)
	7,(3)
	6
	4,(6)
	3,(3)
	2
	0,(6)



Таким чином, підставляючи замість y натуральні числа, отримали відповідні значення x (причому . Вибираємо. Таким чином, рівняння має три розв’язки: (2;8), (6;5), (10,2). 
Приклад 1.2 У клітці сидять кролики і фазани, всього у них 18 ніг. Дізнатися, скільки в клітці тих і інших?
Розв'язання. Складемо рівняння з двома невідомими змінними, в якому х – число кроликів. у – число фазанів:

                             , або .

Виразимо  через .
Далі скористаємося методом перебору (таблиця 1.2).

Таблиця 1.2 – Метод перебору для розв’язку рівняння
	
	1
	2
	3
	4

	
	7
	5
	3
	1



Таким чином, задача має чотири розвязки: (1;7), (2;5), (3;3), (4;1).
Метод «спуску». Розв'язуючи цілочисельні рівняння, перебір варіантів часто забирає багато часу. Тому розглянемо ще одну давню техніку – «метод спуску» (або метод розсіювання). Цей метод розв'язування діофантових рівнянь першого порядку з цілими коефіцієнтами використовували ще в Стародавній Індії. Цей метод використовується і сьогодні для розв'язування таких рівнянь.    
Приклад розв'язання рівняння першого порядку  .
Розв'язання: Виберемо невідоме, що має найменший по модулю коефіцієнт, і виразимо його через інше невідоме: 
Далі, із отриманого дробу виділимо цілу частину:

                     .                         (1.4)

Число х буде цілим, якщо цілим буде значення дробу. 
А для цього потрібно, щоб  було кратне 7. Нехай  тобто  ціле число.
	Ми отримали нове рівняння з двома змінними, коефіцієнти якого по модулю менше коефіцієнтів первісного рівняння.
Розв’язуючи його тепер потрібно щодо змінних . Діючи за цим же принципом, висловимо змінну у через : 

                                   .                                              (1.5)


Для того, щоб у виявилося цілим, необхідно щоб  без залишку ділилося на 4. Нехай ,  тобто необхідно, щоб виконувалася умова , де  – ціле число. Звідси вже за відпрацьованою схемою з     отримаємо:

                                   .                                               (1.6)

	Число  буде цілим, якщо число  буде  кратне 3. Нехай   . Звідси  , де  – ціле число. 
Виразимо зміннучерез:

                                                                                                         (1.7)

Дробів більше немає. «Спуск» закінчився, будемо «підніматися вверх». 
Виразимо через змінну спочатку , підставивши (1.7) в (1.6):

.                        (1.8)

Потім виразимо через змінну , підставивши (1.8) в (1.4):


.                                    (1.9)

І, нарешті, виразимо  через підставивши (1.6) в (1.7):

 

Таким чином, 
	Отриманий результат можна перевірити за допомогою його підстановки у вихідне рівняння:  при будь-якому.
Надаючи змінній  цілі значення, отримаємо цілі розв’язки вихідного рівняння. Зрозуміло, що їх буде безліч.
Якщо ж цікавлять натуральні рішення, то накладемо додаткову умову 
Якщо записати розв’язок у вигляді  і зауважити, що пара (2; -2) – розв’язок рівняння при , то можна побачити їх зв'язок з коефіцієнтами . І дійсно, є теорема, яка стверджує, що якщо   – будь-який розв’язок рівняння , то всі його розв’язки задаються формулами:  (t – будь ціле число). 
Беручись за пошуки розв’язання невизначеного рівняння, необхідно припускали, що цілочисельне рішення у нього неодмінно є. Але чи завжди можливо вирішити рівняння виду  в цілих числах?
Відзначимо, що якщо коефіцієнти  невизначеного рівняння мають загальним множником деяке ціле число, відмінне від 1, то на нього можна розділити обидві частини рівняння. Тому будемо вважати що  – числа взаємно прості.
Зауважимо також, що якщо коефіцієнти при  мають загальний множник, якого не має вільного члена , то рівняння не може мати цілих розв’язків. Наприклад, рівняння  не має розв’язку в цілих числах (а тим більше в натуральних). Так як, припустити, що  цілі числа, то  ділилося б на 5, тоді як права частина рівняння –  число 14 не ділиться на 5. Іншими словами, 14 не ділиться на НСД (35; 20)
Ще одне зауваження. Рівняння краще розв’язувати щодо невідомого, коефіцієнт при якому менше по модулю. У цьому випадку буде виконано найменшу кількість проб.
	При виконанні роботи, на конкретних прикладах можна переконалася в тому, що:
1) якщо вільний член з невизначеного рівняння не ділиться на  НСД , то рівняння не має цілих коренів. Так само вірно і наступне твердження: якщо число з ділиться на НСД , то рівняння  має цілі розв’язки;
2) якщо коефіцієнти  є взаємно простими числами, то рівняння має, принаймні, однин цілий розв’язок.
Невизначене рівняння , в якому – взаємно прості числа допускає нескінченну безліч цілих розв’язків. Всі ці розв’язки задаються формулами: де  – деякі розв’язки рівняння, a належить безлічі цілих чисел.
Спочатку розглянемо лінійне рівняння з одним невідомим.

.                                        	(1.11)

Цілі числа   –  коефіцієнти рівняння . Отже, розв’язком цього рівняння буде ціле числом тільки тоді, коли  ділитиметься на  не має остачі. Тому рівняння (1.11) не обов'язково має цілі розв'язки.
Те ж саме стосується рівнянь, степінь яких більша за одиницю. Однак, задача знаходження цілих коренів рівняння порядку n з цілими коефіцієнтами набуває вигляду

.                    (1.12)

Нехай x = a –  корінь рівняння. Тоді: 


                      (1.12)

Остання рівність показує, що  ділиться на a без остачі. Отже, всі цілі корені рівняння (1.12) є дільниками вільного члена рівняння. Щоб знайти цілий розв'язок рівняння, необхідно підібрати такий дільник, який при підстановці в рівняння перетворюється на тотожність.
Більш цікавими є цілі розв'язки рівнянь з багатьма невідомими.
Розглянемо лінійне рівняння з двома невідомими:  

                                                                                (1.14)

де – цілі числа, відмінні від нуля, а  – довільне ціле.







Будемо вважати, що коефіцієнти де  не мають спільних дільників, крім одиниці. Дійсно, якщо найбільший спільний  дільник цих коефіцієнтів відмінний від одиниці, то справджуються рівності , ; рівняння (1.14) буде мати  вигляд  і має мати цілі розв’язки  тільки в тому випадку, коли с ділиться на d. Таким чином, у випадку  усі коефіцієнти рівняння (1.14) повинні ділитись на  без залишку і скоротивши (1.14) на d буде рівняння ,


, де  та  взаємно прості коофіцієнти.


Розглянемо спочатку випадок, коли . Рівняння (1.14) матиме вигляд: .












Розв’язуючи це рівняння відносно x, отримаємо . Зрозуміло, що x буде приймати цілі значення  лише в тому випадку, коли  ділиться на   без остачі. Але будь-яке ціле , що кратне , можна записати у вигляді: , де  приймає довільні цілі значення . Підставимо це значення  у попереднє рівняння , тоді , і ми отримаємо формули, що містять всі цілі розв’язки рівняння (1.14):  



Перейдемо до випадку  Для знаходження всіх цілих розв’язків рівняння (1.14) достатньо знайти будь-який один його розв’язок , тобто знайти такі цілі числа , для яких 






Теорема 1.6. (без доведення) Нехай  і  взаємно прості і –  будь-який розв’язок рівняння  (1.14). Тоді формули розв’язку (1.14) при  дають усі розв’язки рівняння (1.14).  

1.2	Невизначене рівняння першого степеню з двома невідомими

Рівняння другого степеня з двома змінними,загальний вигляд:

                                      (1.15)

Іншими словами, система квадратних рівнянь з двома невідомими складається з квадратного рівняння з двома змінними та лінійного рівняння.
Розв'язати систему лінійних рівнянь з двома змінними означає знайти множину пар значень змінних, при яких кожен вираз системи перетворюється на істинну рівність.
Найпростіший спосіб розв'язати систему квадратних рівнянь з двома змінними – використати метод підстановки. Це означає, що одне з невідомих у другій системі рівнянь потрібно виразити через інше невідоме і отримане рівняння підставити в перше рівняння. Таким чином отримуємо квадратне рівняння з однією змінною. Розв'язавши квадратне рівняння, знайдіть значення невідомих. Це значення підставляється в друге лінійне рівняння, щоб отримати значення другої змінної.
Приклади розв'язання системи квадратних рівнянь з двома невідомими:

                                           (1.16)

Розв’язання. Виразимо змінну через змінну  використавши друге рівняння:

                                             .                                               (1.17)

Тоді підставимо вираз з х в перше рівняння:

        (1.18)

Одержимо:

                                                                            (1.19)

Коли розв’яжемо квадратне рівняння, знайдемо значення у:

.                                       (1.20)

Оскільки  ,

                                                             (1.21)

Крім методу підстановки, існують й інші способи розв'язування таких систем рівнянь. Розглянемо їх. Розв'яжемо системну рівнянь виду:

                                        (1.22)

Згідно з теоремою Вієта, значення x та y можна розглядати як корені квадратного рівняння. Рівняння має такі корені:



.

Оскільки обидві частини одночасних рівнянь симетричні відносно x та y, отримано два набори розв'язків.
Приклад 1.3 Розв’язати систему рівнянь:

                                                                                              (1.23)

Записуємо систему у вигляді:

                                                                                       (1.24)

Згідно з теоремою Вієта, значення x та y можна розглядати як корені квадратного рівняння:

                                                                                   (1.25)

Це означає, що корені квадратного рівняння і значення змінних в одночасному рівнянні такі: ; ; 
Рівняння має вигляд:

                                                                                          (1.26)

Щоб розв'язати цю систему рівнянь, піднесіть перше рівняння до квадрату і відніміть від нього друге рівняння. Отримуємо наступні рівняння: та .
Тому необхідно розв'язати одночасні рівняння, описані вище:

                                                                                             (1.27)

Рівняння має вигляд:

                                                                                           (1.28)

Щоб розв'язати таку систему одночасних рівнянь, перше рівняння можна розділити на друге рівняння, щоб отримати систему рівнянь з двома невідомими наступним чином:



Розв'язати систему лінійних рівнянь, що складається з квадратних рівнянь, бичимо що дана система квадратних рівнянь у двох змінних має вигляд:

                                    (1.29)

Розв'язувати такі системи досить складно (не елементарно), оскільки вони призводять до повного рівняння четвертого порядку. 
 

1.3 Невизначене рівняння другого степеня із двома невідомими

Повна теорія квадратних рівнянь з двома невідомими була результатом спільної роботи багатьох математиків і була узагальнена видатним німецьким математиком Карлом Гауссом на початку 19 століття. Лише у 20-му столітті відбулися важливі події у вивченні діофантових рівнянь вищих порядків.

                      (1.30)

Про складність діофантових рівнянь можна судити з наступних подій. На Другому міжнародному конгресі математиків, що проходив у Парижі в серпні 1949 року, німецький математик Давид Гільберт виступив з доповіддю під назвою «Математичні проблеми», в якій сформулював найцікавіші проблеми, вивчення яких, на його думку, стимулювало б подальший розвиток математики. Десята з них звучала так: «Нехай є довільне діофантове рівняння з довільною кількістю невідомих і раціональними цілими коефіцієнтами. Нам потрібно визначити загальний метод, який може встановити за скінченну кількість кроків, чи має це рівняння раціональну кількість розв'язків». Щоб вирішити цю проблему, знадобилося понад півстоліття і багато видатних математиків.
Зрозуміло, що вивчення діофантових рівнянь не входить до програми середньої школи. Однак, діофантові рівняння та задачі, що зводяться до діофантових рівнянь, часто доводиться розв'язувати учасникам різноманітних математичних змагань, таких як олімпіади, турніри, фестивалі, членам Малої академії наук та абітурієнтам на вступних іспитах до ВНЗ. Успішне розв'язування таких задач не потребує додаткових знань, але вимагає від учнів ґрунтовних знань шкільного курсу математики, логічного мислення та вміння застосовувати свої знання в нестандартних ситуаціях. Водночас корисно знати деякі методи розв'язування. У багатьох випадках розв'язки діофантових рівнянь можна знайти за допомогою наступних методів.
Рівняння виду:

                       (1.30)

де   – відомі цілі числа, – невдомі.
Невідоме ціле число називається діофантовим рівнянням другого порядку з двома невідомими.
Приклад 1.4 Розв'язання діофантового рівняння для цілих чисел:

                                           (1.31)

Розв'язання. Використовуючи методи локалізації та перебору, що не вимагає класичної факторизації лівої частини рівняння. Для цього спочатку визначимо скінченний інтервал, на якому можна дослідити значення змінних. Якщо змінна y є параметром, то рівняння є квадратичним відносно змінної x.

                                          (1.32)

Звідси випливає квадратична нерівність:  розв’язки якої знаходяться  в проміжку: 
Отже, змінна y, що задовольняє цьому рівнянню, може набувати лише таких значень: -2,-1,0. Тоді розвяжемо рівняння за умови коли  
При інших значеннях  відповідні рівняння:
 та   розв’язків не мають. Тому єдиний розв’язок: (2; ‒1)
Метод розділення змінних для рівняння Діофанта.
Розв’язати рівняння на множині цілих чисел:

                                (1.33)

Розв'язання. Продемонструємо на узагальненому прикладі з використанням методу відокремлення змінних. Ліва частина рівняння є квадратним поліномом від двох змінних:

                                                                                 (1.34)

Розглянемо нелінійну функцію двох змінних.

                                                    (1.35)

як добуток двох лінійних функцій з окремими змінними, тобто записується у вигляді:



Для функції заданого вигляду знайдемо умови такого розкладання:



Додавши до многочлена просте перетворення, його можна записати у вигляді суми трьох доданків:


= 

Отже, якщо ви накладаєте умови на формулу:



ціле число, це діофантове рівняння набуває вигляду:

                                              (1.35)

де k  – ціле число, і змінну можна розділити, щоб отримати рівняння:



Для даної функції  отримаємо 
Перевіряємо умову на вираз 
Таким чином, змінні можна розділити. Зробимо це оригінальним способом наступним чином.
Замінимо наступне  і отримаємо:



Розкладемо на множники отриманий квадратний тричлен:



маємо два дійсні корені:





В одному з множників можна виконати повернення до заміни і отримати два представлення:




Одне із двох представлень не буде задовольняти умову, якщо розкрити дужки в такий спосіб:

.

Другий випадок розкладання:



не задовольняє умовам рівняння, оскільки коефіцієнти при x та y не задовольняють умовам рівняння.
Повернутися до початкового вигляду рівняння.





Ліва частина рівняння є добутком неперервних функцій, отже, коефіцієнти можна покласти рівними нулю: 
Розв’язки двох лінійних рівнянь  не є цілими числами.




Відповідь: цілих розв’язків немає.
Приклад 1.5 Розв’язати рівняння виляду:

                                   (1.36)

Розв’язування. Розкладемо на множники ліву частину способом групування доданків із однаковими множниками:





Із останнього рівняння слідує, що цілі числа  дільники числа -18, тобто, це такі цілі дільники: ±1; ±2; ±3; ±6; ±9; ±18.
Звідси маємо 12 систем лінійних рівнянь:














Відповідь: (-13; ‒ 2), (6; ‒ 21); (-4; -1); (-1; 0); (2; 3); (4; 15); (23; ‒ 4); (14; ‒ 5); (7; ‒ 12); (8; ‒ 9); (11; ‒ 6); (6; ‒ 21).


2 НЕПЕРЕРВНІ ДРОБИ ТА ЇХ ВИКОРИСТАННЯ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗПАННЯ ДІОФАНТОВИХ РІВНЯНЬ


2.1 Основні відомості із теорії неперервних дробів

[bookmark: _Toc377045331]Теорія ланцюгових дробів – важливий розділ сучасної математики. Вона тісно пов'язана з теорією наближень дійсних чисел і функцій раціональних дробів та раціональними функціями, теорією динамічних систем, механікою зубчатих передач. На сьогоднішній день ланцюгові дроби найчастіше використовуються в астрономії, що пов’язано з активними польотами в космос і розвитком космічної ери.
Теорія ланцюгових дробів – одна з найдавніших математичних теорій. Ланцюгові дроби були введені італійським математиком Бомбеллі в 1572 році. Сучасний запис для неперервних дробів відкрив італійський математик Катальді в 1613 році; Леонард Ейлер, найвидатніший математик 18 століття, вперше опублікував свою теорію ланцюгових дробів. Робота Ейлера з теорії ланцюгових дробів була опублікована в M.Софронова (1729-1760), академіком В.М. Висковатим (1779-1819), Д. Бернуллі (1700-1782) та іншими вченими. Багато принципових результатів даної теорії належать французькому математику Лагранжу.

Для того, щоб показати що таке ланцюговий дріб почнемо з прикладу. Візьмемо, на приклад, дріб . Його можна виразити як:

                                                                (2.1)


«Перевернемо» дріб :
                                 .


Дріб  аналогічно як і в минулому разі виражаємо виразом:

                                              

Отже наш дріб тепер має такий вигляд: 

                                                  .




Це і є ланцюговий дріб для числа  і, до речі вже зараз, за допомогою отриманих результатів зробимо висновки щодо ланцюгових дробів. Наприклад, можна сказати що  приблизно дорівнює 3, чи дробу 3 +, проте  Отже, робимо висновки, що чим довше ми будемо продовжувати наш дріб, тим точніший буде результат. Таким способом можна записати всі числа. Проте, якщо число ірраціональне то дріб буде нескінченним.                                         
Будемо розглядати нескоротні звичайні дроби вигляду  . Нескоротність означає, що  НСД(m,n) = 1. Ця умова не обмежує класу задач, бо чисельник і знаменник мають спільний дільник, більший 1, тому дріб можна скоротити на такий дільник. Це робити до того часу, поки дріб не стане нескоротним.
Найбільший спільний дільник шукають за допомогою алгоритму Евкліда. При цьому цікавила остача від ділення і не цікавить частка. Якщо при діленні а на b частка дорівнює m, а остача r, то:

                                                                        (2.2)

Цю рівність можна записати також у вигляді:



Враховуючи це, розглянемо наступні перетворення нескоротного дробу:

           = 2 = 2 +  = 2 +  = 2 +   = 2 +  .                   (2.3)

Ми можемо робити такі перетворення до того часу, поки чисельник нового дробу – нова остача в алгоритмі Евкліда, – не стане рівною 1. Далі ці перетворення не мають сенсу, бо на наступному етапі уже не матимемо дробу і перетворювати буде нічого.
Отже, можемо записати:



Будемо шукати  НСД(39,17). Бачимо, що числа 2, 3, 2 та 2, за допомогою яких побудовано ланцюговий дріб, є послідовними частками в алгоритмі Евкліда.
Ланцюговим або неперервним дробом називається вираз:
                                                                    (2.4)

де а – ціле число, а, a1, a2,...,an – натуральні числа.
Для зручності запису ланцюговий дріб (2.4) можна позначати і так:. У цьому записі ціле число відділяється крапкою з комою, а інші числа – комами.
Отже,  , при цьому говорять, що звичайний дріб  розклали в неперервний дріб .
Геометрична інтерпретація безперервних дробів. Чудову геометричну інтерпретацію безперервного дробу ірраціонального числа запропонував у 1895 році Клейн (F. Klein). Нехай α –  ірраціональне число, що передбачається для простоти додатнім. Розглянемо різні точки поверхні з цілими позитивними координатами і припустимо, що в цих точках розставлені кілочки.
Пряма y  через один з цих кілочків не пройде. Уявімо, що вздовж цієї прямої натягнута мотузка, один кінець якої закріплений в нескінченно віддаленій точці цієї прямої. Якщо інший кінець мотузки, розташований на початку координат, відвести убік, мотузка зачепиться за шукачі кілочки; якщо його відвести в інший бік, то мотузка зачепиться за якісь інші кілочки. Кільця (лежать під прямою) розташовані в точках з координатами (В˳, А˳), (В₂, А₂) і т.д. відповідних відповідним дробам, меншим ніж α.
Інший ряд кілочків (над прямий) складається з точок з координатами (В₁, А₁), (В₃, А₃), і т. д. відповідних відповідним дробам, великим α. Кожне з положень мотузки утворює ламану літо, що наближається до прямої y .
Демонстрація випадку: 


Необхідні дроби тут рівні: 

, , , , , , … .

Кілочки під прямою знаходяться в точках (1;1), (3;5), (11;19), …, а кілочки над прямою – в точках (1,2), (4;7), (15;26),…
Геометрична інтерпретація безперервних дробів продемонстрована на рис. 2.1.

[image: d]
Рисунок 2.1 – Геометрична інтерпретація безперервних дробів

Більшість елементарних теорем про перервні дроби мають просту геометричну інтерпретацію. Позначимо через Рₙ точку (Aₙ, В,). Рекурентні співвідношення  показують, що вектор від  до Р. (і Рₙ – дві послідовні вершини однієї з ламали) дорівнює цілому кратному вектора від початку Про до . Співвідношення  можна інтерпретувати  як твердження про те, що площа трикутника Рₙ при будь-якому дорівнює ½. Це твердження можна вивести безпосередньо з описаної вище конструкції з мотузкою: насправді очевидно, що в трикутнику OРₙ. немає її однієї цілої точки, крім вершії; крім того, можна легко довести, що площа будь-якого трикутника, що володіє цією властивістю, різна [12].


2.2	Властивості неперервних дробів

Неперервні або ланцюгові дроби. Ідея таких дробів полягає в тому, що чисельник може бути мішаним числом. З історичних довідок про ланцюгові дроби: «Із астрономії відомо, що рік має 365,24220... «середніх» діб. Таке складне відношення довжини року до доби неможливо використовувати для літочислення. Його завжди заміняли більш простим, втрачаючи точність. При цьому з року в рік похибка накопичується. Щоб її компенсувати, до одного з року додають один день, і такий рік називається високосним.
Розкладемо число 365,24220 у ланцюговий дріб:

                         365,24220 = 365  = 365 +                    (2.5)

Знайдемо перші чотири наближення – перші чотири наближені ланцюгові дроби:

365; 365 +  = 365 ; 365 +  = 365 ; 365 +  = 365          (2.6)

Наближення 365   було відоме ще стародавнім народам – єгиптянам, вавілонянам, китайцям та ін. Проте вони не мали регулярних високосних років. 7 березня 238 року до Р. Х. вийшов Канопський декрет єгипетського царя Птоломея, яким зобов’язувалося, щоб кожний четвертий рік мав не 365, а 366 діб. Проте через 40 років цей декрет забули. Його відродив у 47 році до н.е. римський імператор Юлій Цезар, встановивши у кожному четвертому році зайвий день у лютому. Цей дань було названо bissectils, звідки й пішла назва «високосний рік». Так з’явився старий, або Юліанський стиль.
Новий, або Григоріанський стиль використовує наближення 365  ,  що значно більше як за 365 , так і за 365 .
Цей стиль відрізняється від Юліанського тим, що у ньому кожен сотий рік – не високосний, крім тих сотих років, число сотень яких ділиться без остачі на 4. Тож 1700-й, 1800-й, 1900-й роки – не високосні, а 1600-й, 2000-й – високосні. Тому 400 років у Григоріанському календарі мають 97 «зайвих» діб, а не 100, як у Юліанському.
Уже в XV столітті було помічено відставання Юліанського календаря (тоді на 10 діб) і було запропоновано реформувати календар. Але ця реформа була проведена лише у кінці XVI століття. У католицьких країнах вона була запроваджена буллою папи Георгія XIII від 1 березня 1582 року. Десять діб – з 5 по 14 жовтня були викреслені з календаря. Тож 5 жовтня 1582 року всі зобов’язані були вважати, як 14 жовтня. Цим календарем ми користуємося і сьогодні.
Принаймні, індійський математик Бхаскара вже має алгоритм для створення нескінченних дробів. Він міститься в його книзі «Корона систем». Там він в основному розкладає раціональні числа на нескінченні дроби (наприклад, раціональне число 0,5 розкладається на нескінченний дріб 0.4(9)).
Нескінченні неперервні дроби вивчав німецький математик Швентль (1585 – 1636). Термін «ірраціональний» був введений в математику Воллісом. Християн Гюйгенс пояснив, як за допомогою неперервних дробів можна зводити важкі нескоротні дроби до більш легких чисел.
Повну теорію неперервних дробів створили Л. Ейлер, найвидатніший математик свого часу, та французький математик Ж. Лагранж.
Раціональні числа можна подати у вигляді скінченних ланцюгових дробів двома способами, довший з яких завжди закінчується на 1, а коротший відрізняється тим, що не має кінцевої 1, а елемент перед 1 на 1 більший. Наприклад.    = [2; 3,1] = [2; 4].

               √2 = 1 +  [1;2,2,2…] = [1;(2)].                            (2.7)

Число подається у вигляді лінійного дробу з нескінченним періодом тоді і тільки тоді, коли воно є незвідним квадратним рівнянням з цілими коефіцієнтами (теорема Лагранжа). Наприклад:
1) майже для кожного дійсного числа «x» середнє геометричне значення розкладу числа у ланцюговий дріб є сталою Хітчина (K ≈ 2.6854520010...);
2) парні наближені дроби утворюють зростаючу послідовність чисел, а непарні наближені дроби утворюють спадаючу послідовність чисел. Обидві послідовності збігаються до «x»;
3) для довiльного s > 0, дрiб P s / Q s  –нескоротний. 


3 МЕТОДИКА РОЗВ’ЯЗАННЯ ДІОФАНТОВИХ РІВНЯНЬ


3.1 Розв’язання рівняння Пелля за допомогою неперервних дробів

Діофантове рівняння – рівняння Пелля має вигляд:

                                                                                (3.1)

де n – натуральне число, яке не є точним квадратом цілого числа.
Рівняння Пелла є різновидом діофантового рівняння другого порядку.
Доведено, що для кожного такого значення рівняння існує нескінченна послідовність заданих розв'язків. Одне із застосувань теорії рівнянь Пелла полягає в наближенні ірраціональних чисел раціональними числами, щоб зробити похибку якомога меншою.
Рівняння Пелла для будь-якого n має пару тривіальних розв'язків (±1.0).
Якщо n не є точним квадратом, то розв'язків нескінченно багато.
Наближені дроби розкладен у ланцюговий дріб з періодом k, представлені у вигляді    дають додатні розв'язки рівняння Пелля у вигляді:

                                                ,
                                                           ,                                                (3.2)

де m – довільне натуральне число, таке, що km парне.
Всі додатні розв'язки рівняння Пелла можна отримати з рівняння:

,                            (3.3)

де k – довільне ціле число, а (x₁, y₁) – розв'язок з найменшим додатним значенням невідомих.
Аналогічно, розв'язок можна отримати з інкрементної формули у загальному випадку розв'язання невизначеного лінійного рівняння з двома невідомими ax + by = c не представляє інтересу, оскільки значення другого невідомого можна отримати, надавши довільне значення одному з невідомих.
Складніше є розв’язок цього завдання, коли потрібно знайти цілі розвязки рівняння при цілих  a, b, c.
Теорема 3.1 Якщо х1, у1 будь-яка пара цілих значень х і у, що задовольняють рівняння ax + by = c , де (a, b) = 1, то загальний розвязок даного рівняння в цілих числах можна записати у вигляді: x = x1 + bt, y = y1 -at
Приклад 3.1 Розв’язати в цілих числах рівняння 2x + 5y = 7
(2, 5) = 1 [image: ] рівняння має розвязок в цілих числах
Розкладемо [image: ] в ланцюговий дріб.[image: ]=(0, 2, 2). Складемо всі підхідні дроби:



На основі властивостей підхідних дробів[image: ] отримаємо:
2·2-1·5 =(-1)3 або 2·2+5(-1)=-1[image: ], 2·(-14)+5·7=7, тобто[image: ] [image: ] – частинний розвязок.
Всі розвязки можуть бути знайдені за формулами:

,
.

Приклад 3.2 Розв’язати рівняння Пелля:  

                                             (3.4)

Розв’язання.
Представимо  в вигляді ланцюгового дробу:




                                                                                (3.5)

Кількість чисел в періоді непарна  (одна) [image: ] = (5; 10) = . Тоді:



є найменшим додатнім розвязком.
Відповідь: 


3.2	Розв’язання рівняння Пелля за допомогою дерева Штерна-Броко

Розглянемо діофантове (невизначене) рівняння 2-го ступеня:

                                              
                                                            (3.7)

де D > 0, D – неповний квадрат, який називається рівнянням Пелля (точніше рівнянням Ферма) [1,2].
Ті значення x і y, які утворюють цілісне рішення рівняння Пелля, є відповідно чисельником і знаменником одного з відповідних дробів. Літературу з вирішення окремих випадків рівняння Пелля див. в [3]. [4] описаний алгоритм розкладання квадратичної ірраціональності в безперервний дріб, для роботи якого достатньо знати D і цілу частину.
Рівняння (3.7) має безліч рішень [1,2].
Нехай d = [[image: ]] , d2 < D < (d+1)2. Позначемо через ∆1=D–d2 , ∆2=(d+1)2–D ,	c=2(∆2– ∆1)–1 ,δ = [image: ] –d , 0 < δ < 1 . Представимо 2d и 2(d+1) рівняннями виду:


                                                                                  (3.8)

Розглянемо випадок, коли r₁ = 0, шукаємо розв’язок рівняння Пелля у вигляді x = a + db та y = b, отримаємо a₂ – 1 = ∆1b(b – na) , це рівняння перетворюється на тотожність при a = 1 і b = n, тобто: x = dn + 1, y = n.
Таким чином, при r₁=0 або r₂=0 розв’язок рівняння Пелля відомі, зокрема, отримаємо наступні рішення рівняння (3.7):

1) ∆1 = 1,	D = d2 + 1,	x = 2d2 + 1, y = 2d;
2) ∆1 = 2,	D = d2 + 2,	x = d2 + 1,	y = d;
3) ∆1 = d/2,	D = d2 + d/2, x = 4d + 1, y = 4;
4) ∆1 = d,	D = d2 + d,	x = 2d + 1,	y = 2;
5) ∆2 = d + 1, D = (d + 1)2 – (d + 1), x = 2d + 1, y = 2;
6) ∆2 = (d + 1)/2, D = (d + 1)2 – (d + 1)/2,  x = 4d – 1,	y = 4;
7) ∆2 = 2,	D = (d + 1)2 – 2,	x = (d + 1)2 – 1,  y = d + 1;
8) ∆2 = 1, D = (d + 1)2 – 1, x = d + 1, y = 1.

За допомогою даної структури уявлення числа D = d2 + ∆1 = (d + 1)2 – ∆2 = ((∆1 – ∆2 + 1)/2)2 + ∆1∆2 = ((3∆1 – ∆2 + 1)/2)2 + c∆1 = ((3∆2 – ∆1 – 1)/2)2 – c∆2 , тобто D Ξ f(∆ 1, ∆2), отримано багато цікавих результатів у вирішенні рівняння (3.7). Наприклад, нехай (∆1 + ∆2) кратно 3 і D = d2 + d + 1, тоді x = (∆1 + ∆2)y/2 + 1 і y = 4(∆1 + ∆2)/3 або (∆ 1 + ∆2) кратно 5 і D = d2 + d – 1, тоді x = (∆1 + ∆2)y/2 – 1 та y = 4(∆1 + ∆2)/5.
Згідно з наведеною таблицею, надалі припустимо, що ∆1, ∆2 { 1, 2}.
Поставимо таке завдання. Знайти мінімальне рішення рівняння (3.7), відмінне від тривіального рішення  x = 1 і y = 0, з допомогою послідовностей Фарея [2].
Визначення 1. Послідовністю Фарея Fn називається безліч нескоротних раціональних чисел a/b із знаменниками b≤n, що належать сегменту [0,1] і розташовані в порядку їх зростання. Очевидно, що:

d + ∆1 / (∆1 + ∆2) < < d + ∆1 / (∆1 + ∆2 – 1),
1 / (n + (r1 + 1) / ∆1) < δ < 1 / (n + r1 / ∆1) ,
                                      0 < 1 / (n + 1) < δ < 1 / n ≤ 1).                            (3.9)

Дроби 1/(n+1) і 1/n є сусідніми дробами Фарея зі знаменником τ, що задовольняє умову n+1 ≤ τ≤ 2n+1. Зазначимо, що сусідні елементи послідовностей xn = 1/n та yn = (n – 1)/n; n = 1, 2, 3, … є сусідніми фареєвими дробами у відповідних послідовностях Фарея.
Відповідно до теорії фареєвих дробів, якщо a/b < x/y < p/q – три послідовні дроби Фарея в Fn, x/y=(a+p)/(b+q). Дроб x/y називається медіантою дробів a/b і p/q.
Зіставимо дроби a/b значення функції z = F(x, y) у точці x = a+db, y = b і введемо функцію однієї змінної f(x/y), таку, що f(a/b)=(a +db)2–Db2–1, де a/b – фареєвий дріб.
Визначення. Послідовність вкладених один до одного (кожен наступний міститься у попередньому) проміжків
             Ek = [ak/bk, pk/qk], Ek3Ek+1; k=1, 2, 3, …,                            (3.10)

де a1/b1 < p1/q1 сусідні дроби Фарея, називається фарієво-підходящою, якщо в якості наступного лівого або правого кінця проміжку виступає медіанта кінців попереднього проміжку.
У цих позначеннях має місце така теорема (аналог теореми Коші).
Теорема 3.2 Нехай функція f(x/y) на кінцях проміжку [a1/b1, p1/q1] приймає значення різних знаків, тоді на множині фарієво-відповідних послідовностей існує така послідовність, для якої f(ak/bk)=0; 1 ≤ k << ∞.
Нижче наводиться алгоритм, що знаходить коріння функції f(x/y).
Нехай функція f(x/y) на кінцях проміжку [a1/b1, p1/q1], які є сусідніми дробами Фарея, набуває значень різних знаків. Побудуємо фарієво-відповідну послідовність за наступним принципом:
1) обчислити значення функції f(x/y) у точці a/b, що дорівнює медіанті кінців проміжку [a1/b1,p1/q1];
2) якщо f(a/b) > 0, то як новий правий кінець проміжку взяти дріб a/b;
3) якщо f(a/b) < 0, то як новий лівий кінець проміжку взяти дріб a/b.
Процес продовжити до тих пір, поки f(a/b) s 0, інакше x = a + db, y = b є розв’язком рівняння Пелля. Проілюструємо останній крок роботи алгоритму:

x = y₁ + dy , тоді x₁ – Dy₂ = –∆1 і x₁ /y₁ < [image: ] ;1

[image: ]x = –y₁ + (d + 1)y , тоді x₂₂ – Dy₂ = +∆2 і x2 / y2 >.2

x = y1 + d(y1 + y2), y = y₁ + y₂  –  рівняння Пелля

Описаний алгоритм успішно вирішує також діофантове рівняння 1-го ступеня ax + by=c і може бути застосований до вирішення багатьох завдань, пов'язаних з відповідними або фареєвими дробами.
Як наслідок, відзначимо, що цей алгоритм дозволяє обчислити значення з будь-якою точністю. Існує безліч значень функції f(x/y), для яких роботу побудови нових медіантів можна призупинити,наприклад:

x² – Dy² = { …, – ∆1∆2, – ∆1, –2, –1, +2, c, ∆2, ∆ 2, ∆ 2, …} .

Діофантове рівняння x² –Dy² = –∆1∆2.
За більших значень D слід застосувати арифметику багаторазової точності [4]. З цією метою розроблено пакет прикладних програм (ППП) виконання арифметичних операцій із довільно високою точністю [5]. Незважаючи на те, що граничні значення ∆1 та ∆2 не розглядаються, при великих значеннях D оцінки (2) можуть бути не кращими.
Ставимо завдання покращення оцінок (3.9):
1) визначити максимальне ціле число m, для якого m / (m + 1) ≤ ∆1 / (∆1 + ∆2) , тобто m = [∆1 / ∆2];
2) знайти мінімальне ціле число n, для якого ∆1 / (∆1 + ∆2 – 1) ≤ n / (n + 1) , тобто n = ]∆1 / (∆2 – 1) .
Таким чином,

m/(m+1)<δ < n / (n + 1) .                                               (3.11)

Подальше поліпшення оцінки (3.11) пов'язані з модифікацією алгоритму знаходження нуля функції z = F(x, y), наприклад, з допомогою побудови спеціальних сусідніх фареєвих дробів чи звичайного способу розподілу відрізка на безлічі фареєвих дробів.
На закінчення відзначимо, що описаний алгоритм знаходження зорв’язку рівняння Пелля по кількості кроків його роботи (побудова, медіант), без покращення оцінок, часто поступається класичному алгоритму знаходження рішення рівняння Пелля за відповідними дробами ,які виявилися підмножиною побудованих медіантів.
Дерево Штерна-Броко.  Дерево Штерна-Броко – це витончена конструкція, що дозволяє побудувати безліч всіх невід'ємних дробів. Вона була незалежно відкрита німецьким математиком Моріцем Штерном (Moritz Stern) в 1858р. і французьким годинникарем Ахіллом Броко (Achille Brocot) в 1861р. Втім, за деякими даними, ця конструкція була відкрита ще давньогрецьким ученим Ератосфеном (Eratosthenes).
На нульовій ітерації ми маємо два дроби:  , , (друга величина, строго кажучи, дробом не є; її можна розуміти як нескоротний дріб, що означає нескінченність).
Далі, кожному наступної ітерації береться цей перелік дробів і між кожними двома сусідніми дробами  і  вставляється їх медіанта, тобто дріб .
Так, на першій ітерації поточна множина буде такою:

, , 

На другий:
, , , , 
На третій:

, , , , , , , , 

Продовжуючи цей процес до нескінченності, стверджується, можна отримати величезну кількість всіх неотрицательных дробів. Більше того, всі одержувані дроби будуть різними (тобто в поточній множині кожен дріб зустрічається не більше одного разу), нескоротними (лічильники та знаменники виходитимуть взаємно простими). Нарешті всі дроби будуть автоматично впорядкованими за зростанням. Доказ цих чудових властивостей дерева Штерна-Броко буде наведено трохи нижче.
Залишилося тільки навести зображення самого дерева Штерна-Броко (поки ми описували його за допомогою мінливої множини). У корені цього нескінченного дерева знаходиться дріб , а ліворуч і праворуч від дерева знаходяться дроби  і . Будь-яка вершина дерева має двох синів, кожен з яких виходить як медіанта свого лівого предка та правого предка (рис.3.1 – «Дерево Штерна-Броко» :

[image: ]
Рисунок 3.1 – Дерово Штерна-Броко

Доведення. Упорядкованість. Вона доводиться дуже просто: зауважимо, що медіанта двох дробів завжди знаходиться між ними, тобто:



за умови, що:



Доводиться це приведенням трьох дробів до спільного знаменника. Оскільки на нульовій ітерації впорядкованість мала місце, вона зберігатиметься і кожної нової ітерації.
Нескоротність. Для цього покажемо, що на будь-якій ітерації для двох сусідніх у списку дробів  і  виконується:

bc –  ad = 1.

Справді, згадуючи Діофантові рівняння з двома невідомими (ax + by = c), отримуємо з цього твердження, що gsd(a,b) = gsd(c,d) = 1, що нам і потрібно.
Отже, нам треба довести істинність утвердження bc – ad = 1 будь-якої ітерації. Доведемо його також щодо індукції. На нульовій ітерації ця властивість виконувалася (у чому неважко переконатися). Тепер нехай вона була виконана на попередній ітерації, покажемо, що вона виконана на поточній ітерації. Для цього треба розглянути трійку дробів-сусідів у новому списку:



Для них умови набувають вигляду:

b(a+c) –  a(b+d) = 1,
c(b+d) –  d(a+c) = 1.

Проте істинність цих умов очевидна, за умови істинності bc – ad = 1. Таким чином, дійсно, ця властивість виконана і на поточній ітерації, що потрібно було довести.
Наявність всіх дробів. Доказ цієї властивості тісно пов'язаний із алгоритмом знаходження дробу в дереві Штерна-Броко. Враховуючи, що у дереві Штерна-Броко всі дроби впорядковані, отримуємо, що з будь-якої вершини дерева у її лівому поддереве знаходяться дроби, менші її, а правому — більші її. Звідси отримуємо і очевидний алгоритм пошуку якогось дробу в дереві Штерна-Броко: спочатку ми знаходимося в корені; порівнюємо наш дріб з дробом, записаним у поточній вершині: якщо наш дріб менший, то переходимо в ліве піддерево, якщо наш дріб більше –  переходимо у праве, а якщо збігається – знайшли дріб, пошук завершений.
Щоб довести, що нескінченне дерево Штерна-Броко містить усі дроби, достатньо показати, що цей алгоритм пошуку дробу завершиться за кінцеве число кроків для будь-якого заданого дробу. Цей алгоритм можна розуміти так: у нас є поточний відрізок , в якому ми шукаємо нашого дріб  . Від самого початку , . На кожному етапі дріб  порівнюється з медіантою кінців відрізка, тобто з , і залежно від цього ми або зупиняємо пошук або переходимо в ліву або праву частину відрізка. Якби алгоритм пошуку дробу працював нескінченно довго, то такі умови були б виконані на кожній ітерації:



Але їх можна переписати у такому вигляді:




(Тут використовувалося те, що вони цілочисленні, тому > 0 слід )
Тоді, помножуючи перше на c+d, а друге — a+b на , і складаючи їх, отримуємо:

 

Розкриваючи дужки зліва та враховуючи, що bc – ad = 1 (див. доказ попередньої властивості), остаточно отримуємо:

.

А оскільки на кожній ітерації хоча б одна зі змінних a, b, c, d строго зростає, то процес пошуку дробу  міститиме не більше x + y ітерацій, що потрібно було довести.
Алгоритм побудови дерева
Щоб побудувати будь-яке дерево піддерево Штерна-Броко, достатньо знати тільки лівого і правого предків. Спочатку, першому рівні, лівим предком є   , а правим —  . За ними можна обчислити дріб у поточній вершині, а потім запуститися від лівого та правого синів (лівому синові передавши себе як правий предок, а правому сину — як лівий предок).
Псевдокод цієї процедури, який намагається побудувати все нескінченне дерево:

void build (int a = 0, int b = 1, int c = 1, int d = 0, int level = 1) {
   int x = a+c,  y = b+d;
	... виведення поточного дробу x/y на рівні дерева level
	build (a, b, x, y, level + 1);
[bookmark: kix.3fm0rweckkb]	build (x, y, c, d, level + 1)}.

Алгоритм пошуку дробу
Алгоритм пошуку дробу вже був описаний за доказом того, що дерево Штерна-Броко містить усі дроби, повторимо його тут. Цей алгоритм – фактично алгоритм бінарного пошуку або алгоритм пошуку заданого значення в бінарному дереві пошуку. Спочатку ми стоїмо докорінно дерева. Стоячи у поточній вершині, ми порівнюємо наш дріб із дробом у поточній вершині. Якщо вони збігаються, то процес зупиняємо ми знайшли дріб у дереві. Інакше, якщо наш дріб менший за дроб у поточній вершині, то переходимо до лівого сина, інакше — до правого.
Як було доведено у властивості про те, що дерево Штерна-Броко містить усі невід'ємні дроби, при пошуку дробу  алгоритм здійснить не більше x + y ітерацій.
Наведемо реалізацію, яка повертає шлях до вершини, що містить заданий дріб , повертаючи його у вигляді послідовності символів «L/R»: якщо поточний символ дорівнює «L», то це означає перехід у дереві у лівого сина, а інакше – у правого (Спочатку ми стоїмо в корені дерева, тобто у вершині з дробом ). Насправді така послідовність символів, що існує і однозначно визначає будь-який невід'ємний дріб, називається системою числення Штерна-Броко.

string find (int x, int y, int a = 0, int b = 1, int c = 1, int d = 0) {
	int m = a+c,  n = b+d;
	if (x == m && y == n)
		return "";
	if (x * n < y * m)
		return 'L' + find (x, y, a, b, m, n);
	else
		return 'R' + find (x, y, m, n, c, d)}.

Ірраціональним числам у системі числення Штерна-Броко відповідатимуть нескінченні послідовності символів; якщо відома якась наперед задана точність, можна обмежитися деяким префіксом цієї нескінченної послідовності. У процесі цього нескінченного пошуку ірраціонального дробу в дереві Штерна-Броко алгоритм щоразу знаходитиме простий дріб (з поступово зростаючими знаменниками), що забезпечує краще наближення цього ірраціонального числа (це застосування якраз важливо у годинниковій техніці, і у зв'язку з цим Ахілл Броко і відкрив це дерево).
Послідовність Фарея.
Послідовністю Фарея порядку n називається безліч всіх нескоротних дробів між 0 і 1, знаменники яких не перевищують n, причому дроби впорядковані в порядку зростання.
Ця послідовність названа на честь англійського геолога Джона Фарея (John Farey), який спробував у 1816 р. довести, що у ряді Фарея будь-який дріб є медіантом двох сусідніх. Наскільки відомо, його доказ був невірним, а правильний доказ запропонував трохи пізніше Коші (Cauchy). Втім, ще в 1802 р. математик Харос (Haros) в одній із своїх робіт прийшов практично до тих самих результатів.
Послідовності Фарея володіють і безліччю власних цікавих властивостей, проте найбільш очевидним є їх зв'язок з деревом Штерна-Броко: фактично, послідовність Фарея виходить видаленням деяких гілок з дерева. Або можна говорити, що для отримання послідовності Фарея потрібно взяти безліч дробів, що отримується при побудові дерева Штерна-Броко на нескінченній ітерації, і залишити в цій множині тільки дроби зі знаменниками, не перевершують n і чисельниками, що не перевершують знаменники.
З алгоритму побудови дерева Штерна-Броко випливає й аналогічний алгоритм для послідовностей Фарея. На нульовій ітерації включимо до множини лише дроби  і . На кожній наступній ітерації ми між кожними двома сусідніми дробами вставляємо медіанту, якщо її знаменник не перевищує n . Рано чи пізно в багатьох перестануть відбуватися будь-які зміни, і процес можна зупиняти — ми знайшли послідовність Фарея, яку шукали.
Обчислимо довжину послідовності Фарея. Послідовність Фарея порядку n містить всі елементи послідовності Фарея порядку n — 1, а також всі нескоротні дроби зі знаменниками, рівними n, але ця кількість, як відомо, дорівнює . Таким чином, довжина  послідовності Фарея порядку n виражається за такою формулою:

,

або, розкриваючи рекурсію [11]:

.

Розв’язання рівняння Пелля за допомогою дерева Штерна-Броко
В [13] наводиться теорема, в якій йдеться про те, що рівняння Пелла має нетривіальні розв’язки. В ході її доведення можна помітити, що йдеться про ще один метод розв’язування даного рівняння. Застосуємо до нього дерево Штерна-Броко.
Розглянемо квадратичну форму:







Матрицю   назвемо підхідною, якщо   Рівняння Пелля можна записати у вигляді  з матрицею квадратичної форми    Помітимо, що дана матриця є підхідною, а число –  не є повним квадратом. Результатом матриці будемо вважати суму її елементів. 








Введемо до розгляду бінарний код, який ми використовували і раніше, тобто матриці  і  Будемо будувати послідовність матриць  де  в якій кожна наступна матриця отримується із попередньої за допомогою наступних дій. Лівий крок – заміна матриці  на матрицю  а правий крок здійснює заміну матриці  на матрицю  
Якщо результат матриці є додатнім, то будемо робити лівий крок, в іншому випадку – правий. Звернемо увагу на те, що із підхідної матриці завжди отримується наступна підхідна матриця. 









Переконаємося, що результат будь-якої матриці із вказаної послідовності не буде дорівнювати нулю. Оскільки визначники матриць  і  дорівнюють одиниці, то лівий і правий кроки не змінюють визначник матриці. Отже, визначник кожної матриці дорівнює  З іншого боку, матриця з нульовим результатом має вигляд:  де  і  цілі числа, в цьому випадку отримуємо визначник, що дорівнює  Отримуємо, що  а це суперечить умові рівняння Пелля, оскільки  за умовою не є точним квадратом. 










Отже, маємо нескінчену послідовність матриць  таких що    Числа   і  є розв’язками рівняння  в натуральних числах. Вочевидь, дане рівняння має скінчену кількість розв’язків в натуральних числах. А отже, в послідовності матриць  не всі матриці різні. Покажемо, що першою буде повторюватись матриця 


Для цього спочатку переконаємось, що матриця  можливо однозначно визначити попередню матрицю 


Якщо  то 




 Якщо  то  







Отже, все визначається величиною  Якщо  то матриця  отримана із матриці  лівим кроком, якщо ж  то правим кроком. Випадок, коли  неможливий, оскільки  підхідна (на її головній діагоналі немає нулів). 




Таким чином, якщо деяка матриця   зустрілась другий раз, то тією ж властивістю володіє і матриця  Отже, першою зустрінеться вдруге матриця 




Розглянемо у якості прикладу послідовність матриць  для  Над стрілкою переходу вказаний результат матриці та вид наступного кроку  або 








Результати перетворення при  задається матрицею  Помітимо, що дану матрицю можна знайти за допомогою дерева Штерна-Броко.




Зауважимо, що перший крок в послідовності перетворень завжди правий. Але всі кроки правими бути не можуть. Дійсно, якщо матриця  отримана правим кроком, то  а числова послідовність  не може бути зростаючою в силу своєї періодичності. Тому, матриця  завжди має у складі елементів натуральні числа.

Отже, подано алгоритм, за допомогою якого можливо знайти матрицю  таку, що виконується співвідношення:







Нехай тепер  і  Тоді 



Інакше кажучи, якщо  розв’язок рівняння Пелля, то пара  також є його розв’язком. А отже, знаючи тривіальний розв’язок рівняння (1,0), ми можемо знайти наступний вже не тривіальний розв’язок, оскільки елементи матриці  є натуральними числами.

У якості прикладу розв’яжемо рівняння  

Знайдемо матрицю  яка задається бінарним кодом:









В результаті отримуємо  Використовуючи дерево Штерна-Броко (див. рис. 2.1), можемо побачити, що цьому коду відповідає число  його попередниками є числа  і  використовуючи їх, отримуємо шукану матрицю  Тепер, можемо знайти нетривіальні розв’язки рівняння. Перший за допомогою тривіального, а кожен наступний розв’язок за допомогою попереднього. Знайдемо лише перші два нетривіальні розв’язки, оскільки інші можна знайти аналогічним чином:




                           


ВИСНОВКИ


В процесі роботи було вивчено основні теоретичні відомості про ланцюгові дроби, досліджено історичні аспекти проблеми та розглянуто основні застосування ланцюгових дробів. Для ілюстрації теоретичних положень були підібрані та розв'язані приклади.
Діофантові рівняння стали не лише важливою частиною математичної спадщини, але й ключовим інструментом для вирішення практичних завдань у сучасному світі. Вони перейшли далеко за межі простих арифметичних розрахунків та завдань на знаходження цілих чисел, ставши основою для розвитку нових гілок математики та застосування у криптографії, інформаційній безпеці та комп'ютерних наук.
Значення діофантових рівнянь виявляється в розробці криптосистем, які забезпечують безпеку електронних комунікацій і транзакцій, враховуючи унікальні властивості числових систем та математичних структур, які вони представляють. Великі теореми, такі як теорема Ферма, продовжують залишатися об'єктом вивчення та викликом для математиків, ставши символом глибокого зрозуміння структури цілих чисел.
Дослідження у галузі діофантових рівнянь приводить до відкриття нових методів інформаційного забезпечення та розв'язання складних завдань теорії чисел. Ця область математики служить мостом між традиційними математичними концепціями та сучасними технологіями, демонструючи неперевершений потенціал математики в розв'язанні практичних проблем.
Таким чином, діофантові рівняння залишаються цікавою та актуальною галуззю математики, яка не лише утримує багатий історичний контекст, але і інтегрується в сучасний науковий прогрес, сприяючи розвитку інновацій та розв'язанню викликів у сучасному світі.
Узагальнюючи, розв'язання діофантових рівнів включає в себе використання різноманітних математичних методів, включаючи теорію чисел, алгебру та аналіз. Вивчення цих рівнянь розкрити природу цілих чисел та їх взаємозв'язки.
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