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РЕФЕРАТ


Кваліфікаційна робота магістра «Дослідження структури Т0-топологій малої ваги на скінченній множині»: 42 с., 3 рис., 20 джерел.
ВАГА ТОПОЛОГІЇ, ВЕКТОР ТОПОЛОГІЇ, ГОМЕОМОРФІЗМ, МНОЖИНІ, ТОПОЛОГІЯ, Т0-ТОПОЛОГІЯ, ТОПОЛОГІЧНИЙ ПРОСТІР.
Об’єкт дослідження – топології та їх структура
Мета роботи: узгодити термінологію і поняття з теми і упорядкувати систему означень, які найчастіше використовуватимемо у розділах, дослідити та описати властивості деяких видів скінченних топологічних просторів.
Метод дослідження – аналітичний, порівняльний.
	Топологія займається вивченням властивостей геометричних об’єктів, які зберігаються при неперервних перетвореннях. У період з 1925-1975 рр. топологія була одним з основних предметів дослідження математиків з усього світу. Це пояснюється її великим значенням та можливістю досліджувати різні об’єкти без повного осягнення їх властивостей. У роботі розглянемо загальну топологію, а саме топологічні простори, які посідають важливе місце в сучасній математиці. 
	Поняття топологічного простору можна сприймати як поняття геометричної фігури в широкому сенсі, в якому нам не важливі властивості типу розміру та точного положення фігури в просторі. Оскільки більшість типових прикладів топологічних просторів є просторами, які задовольняють аксіомі Т0, то тема дипломної роботи є актуальною.




SUMMARY


Master’s Qualification Thesis «Research of structure of Т0-topologies of small weight on a finite set»: 42 pages, 3 figures, 20 references.
WEIGHT OF TOPOLOGY, VECTOR OF TOPOLOGY, HOMEOMORPHISM, TO GREAT NUMBER, TOPOLOGY, Т0-TOPOLOGY, TOPOLOGICAL SPACE.
The object of the study is topologies and their structure
The aim of the study is to coordinate terminology and concept from a theme and put in order the system of determinations that mostly will use in divisions, prospect and describe properties of some types of eventual topological spaces
The methods of research are analytical, comparative.
	A topology engages in the study of properties of geometrics, that is kept at continuous transformations. In a period from 1925-1975 a topology was one of the basic articles of research of mathematicians from the whole world. It is explained it by a large value and possibility to prospect different objects without the complete understanding of their properties. In-process will consider a general topology, namely topological spaces that occupy an important place in modern mathematics. 
	The concept of topological space can be perceived as a concept of geometrical figure in wide sense in that not important properties us as a size and exact position of figure in space. As most typical examples of topological spaces are spaces that satisfy to the axiom of Т0, then a theme of diploma work is actual.
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1


ВСТУП


Актуальність роботи. Одним із найбільш несподіваних явищ у розвитку математики ХХ ст. став значний розвиток науки, відомої як топологія. Хоча зародилася ця наука наприкінці XIII – початку XIX століття як складова частина геометрії, проте дуже швидко виросла в самостійний розділ математики. Іноді говорять, що топологія – це геометрія на гумовій поверхні [14, с.1].
Топологія займається вивченням властивостей геометричних об’єктів, які зберігаються при неперервних перетвореннях. У період з 1925-1975 рр. топологія була одним з основних предметів дослідження математиків з усього світу. Це пояснюється її великим значенням та можливістю досліджувати різні об’єкти без повного осягнення їх властивостей. У роботі розглянемо загальну топологію, а саме топологічні простори, які посідають важливе місце в сучасній математиці. 
Поняття топологічного простору можна сприймати як поняття геометричної фігури в широкому сенсі, в якому нам не важливі властивості типу розміру та точного положення фігури в просторі. Оскільки більшість типових прикладів топологічних просторів є просторами, які задовольняють аксіомі Т0, то тема дипломної роботи є актуальною. 
Об’єкт дослідження – топології та їх структура
Предмет дослідження – структура Т0 –топологій малої ваги на скінченній множині.
Мета роботи: узгодити термінологію і поняття з теми і упорядкувати систему означень, які найчастіше використовуватимемо у розділах, дослідити та описати властивості деяких видів скінченних топологічних просторів. 
Відповідно до мети були поставлені такі завдання дослідження: 
1) Аналіз наукової літератури; 
2) Дослідити топологічні простори; 
3) Дослідити  топології малої ваги на скінченній множині. 
4) Обчислити число усіх топологій к-класу, де k=2,3,4,5.
5) Навести приклади топологій малої ваги, топологічних просторів, Т0-топологій.
Для виконання поставлених завдань використано такі методи дослідження – аналіз, синтез, класифікація, систематизація, узагальнення, які дозволяють опрацювати наукові джерела.
Елементи наукової новизни одержаних результатів – узагальнено теоретичні відомості про деякі класи топологічних просторів. 
Практичне значення одержаних результатів – результати роботи можуть бути використанні під час вивчення теоретичного курсу загальної топології. 
Структура роботи. Кваліфікаційна робота магістра складається зі вступу, трьох розділів, висновків, списку використаних джерел. У вступі обґрунтовано вибір теми дослідження, актуальність, визначено об’єкт, предмет, мету та завдання. У першому розділі «Перерахування топологій з малою вагою на скінченній множині» розглядаються основні поняття загальної топології: топологічний простір, топологія, вага топології, відкриті та закриті множини. У другому розділі «Підрахунок числа топологій малої ваги на скінченній множині» було введено гомеоморфізму, топологій-матрьошок та обчисленно число топологій к-класу, де k=2,3,4,5. У третьому розділі «Проблема підрахунку усіх топологій на скінченній множині» були розглянуті способи обчислення усіх топологій на скінченній множині для різних випадків в алгебраїчному та матричному вигляді. Кожний розділ починається коротким теоретичним вступом, що містить всі необхідні означення.
Ключові слова: вага топології, вектор топології, гомеоморфізм, множина, топологія, Т0-топологія, топологічний простір.
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1 ПЕРЕРАХУВАННЯ ТОПОЛОГІЙ З МАЛОЮ ВАГОЮ НА СКІНЧЕННІЙ МНОЖИНІ


[bookmark: _Toc89092415]1.1 Означення топології (або топологічної структури ) на множині. Топологічний простір. Приклади

Для визначення поняття топології введемо систему означень.
Оберемо в якості універсальної множину X. Сукупність всіх підмножин множини Х позначають символом 2 X  і називають булеаном цієї множини. Будемо розглядати набори підмножин з булеану.
Означення 1.1 Говорять, що на множині X задана топологія, якщо набір  підмножин з булеану задовольняє наступні умови:

;

,  , де –довільна множина індексів;

, .

Упорядкована пара називається топологічним простором. 
Означення 1.2 Нехай  – деякий топологічний простір. Множинаназивається носієм топології . 
Відповідно до першої аксіоми кожна з топологій містить елементи  і X , які називатимемо тривіальними, інші елементи топології (якщо є) будемо називати нетривіальними.
Означення 1.3 Множини, що належать топології , називаються відкритими. 
Отже, для того, щоб довести, що деяка множина в топологічному просторі є відкритою, треба довести, що вона належить його топології.
Найпростішими прикладами топології є   , X  і   2 X , де 	2 X – булеан множини Х. Перша з цих топологій називається тривіальною, або антидискретною, а інша – дискретною.
Означення 1.4 Множини, які є доповненням до відкритих множин, називаються замкненими.
Нехай на множині Х задано дві топології t1 і t 2 . Стверджуватимемо, що топологія t1 сильніша (тонша) топології t 2 , якщо система множин t 2 міститься в t1. Відповідно топологія t 2 є слабкішою (грубішою), аніж t1.
Як вище зазначалось, простий спосіб утворити топологію на множині Х полягає у тому, щоб включити в  всі підмножини в Х, оголосивши всі множини відкритими. Така топологія  називається дискретною топологією на Х.
Якщо  і  – топології на Х, і , то   називається меншою або слабшою,  – більшою або сильнішою. Дискретна топологія є найсильнішою з топологій на Х. Інша крайність – антидискретна топологія, яка за означенням топології міститься в кожній топології на Х, і, отже, є найслабшою. 
Приклад 1.1 Нехай Х являє собою множину точок (x, y) координатної площини. На цій множині існують топології. Розглянемо дві з них:
t1 – система множин s1, яка складається з множини Х, порожньої множини ᴓ, усіх відкритих кругів із центрами на осі x та всіх множин, отриманих шляхом скінченного перетину й будь-якого об'єднання таких кругів.
t2 – система множин s2, що складається з Х, ᴓ, усіх відкритих кругів із центром в точці (0,0) і всіх множин, отриманих шляхом скінченного перетину й будь-якого об'єднання таких кругів.
З цих топологій t1 є сильнішою, а t2 – слабшою, так як кожен елемент з топології t2 є елементом топології t1, але в топології t1 існують елементи, які не належать t2.
Сукупність усіх топологій на множині  частково впорядковується за включенням.


[bookmark: _Toc89092416]1.2 Особливості перевірки наявності топологічної структури на скінченній множині. Приклади

Оберемо тепер в якості універсальної скінченну множину X, позначимо через n- число елементів у ній, або ж потужність множини X. Сукупність всіх підмножин множини Х дорівнює 2 X=2 п.
У цьому випадку означення топології на Х можна переписати у наступному вигляді:

1)  і X 
2) U ,V U V  ;
3) U ,V U V  .

	Приклад 1.2 Нехай множина Х складається з двох елементів, а саме Х={a, b}. Задамо на цій множині топологію таким чином: 

σ1=	{ᴓ,{a},{b},{a, b} }.

	Отриманий простір називається простором ізольованих точок.
	На тій самій множині можна задати інші топології:

σ2 = {{a, b}, ᴓ, {a}} – зв’язана двоточковість,
σ3 = {{a, b}, ᴓ} – простір злиплих точок. [14]

З означення випливає, що не кожен із наборів підмножин з булеану 2 X є топологією на Х. Відповідно виникає логічне запитання: скільки різних топологій можна задати, якщо відоме число елементів множини.
Є два підходи до розв’язання цієї задачі. Перший з них ґрунтується на переборі наборів підмножин із заданим числом елементів і перевіркою виконання аксіом топології. 
Другий підхід побудований на засадах класифікації топологій і підрахунку їх кількості у кожному з класів. Найпростішою природною класифікацією топологій є класифікація по числу відкритих множин.
Розглянемо деяку топологію на скінченній множині Х. Також побудуємо родину підмножин множини Х, кожен елемент якої є доповненням відповідного елемента топології . Позначимо цю родину за допомогою символу С і назвемо доповненням до топології . Елементи із С задовольняють аксіомами топології. Таким чином має місце.
Твердження 1.1 Якщо - топологія на множині Х, то і її доповнення С також є топологією на Х.
Означення  1.5 Підмножина топологічного простору називається околом точки , якщо вона містить відкриту в підмножину, що
Означення 1.6 Точка називається точкою дотику множини, якщо кожен окіл точки  містить хоча б одну точку із. 
Означення 1.7 Точка  – гранична точка множини, якщо кожен окіл точки  містить хоча б одну точку із, що не співпадає з 
Означення 1.8 Сукупність точок дотику множининазивається замиканням множини і позначається або.
Означення 1.9 Точка  – ізольована точка множини, якщо існує такий її окіл, що.
Означення 1.10 Нехай і  – дві множини в топологічному просторі . Множинаназивається щільною в , якщо. 
Означення 1.11 Якщо, множинаназивається всюди щільною.
Означення 1.12 Множина називається ніде не щільною, якщо вона не є щільною в жодній непорожній відкритій множині простору .
Означення 1.13 Точка  називається внутрішньою точкою множини , якщо існує такий окіл точки , що весь міститься в . 
Означення 1.14 Сукупність внутрішніх точок множининазивається внутрішністю множини і позначається або .
Означення 1.15 Точка  називається межовою точкою множини, якщо довільний окіл точки  містить точки з  та . 
Означення 1.16 Сукупність межових точок множининазивається межею множини  і позначається або.
Нехай – топологічний простір та  – довільна підмножина .
Означення 1.17. Слідом натопологіїназивається система множин

.

Означення 1.18 Топологія називається індукованою (або відносною) топологією, якщо, YХ , y ={U∩ Y U} . При цьому пара (Y,y) називається підпростором простору (Х,). [16]
Приклад 1.3.Нехай Х – множина точок (x, y) координатної площини, Х0 – множина точок, розташованих на осі x. Очевидно, що Х0  Х.
Розглянемо систему 0 = G ∩ X 0 , G  1, де 1 описується, як у попередньому прикладі. Тоді система 0 буде включати в себе такі множини: Х0,  та всі відкриті інтервали на осі х і всі множини, утворені їхнім скінченним перетином та будь-яким об'єднанням. Отже, вона буде задавати на множині Х0 топологічний простір (X0, 0). Цей простір буде являти собою підпростір простору (Х, 1), а топологія 0 буде топологією, що породжена (індукована) топологією 1.
Приклад 1.4 Розглянемо множину , та систему її підмножин



З’ясуємо, чи задає система топологію на множині . Для цього необхідно перевірити аксіоми топології:
1) множина  та порожня множина  належать до системи , тобто аксіома виконується;
2) перетин будь-яких двох множин із системи  також належить цій системі, а значить аксіома виконується;
3) об’єднанням множин із системи  є множина , але вона не належить системі .
Отже, аксіома не виконується. Таким чином, система  не задає топологію на множині .


1.3 Поняття k-класу топологій на скінченній множині. Вага топології

Для дослідження топології на скінченній множині використовуються графи, відношення, булеві функції, тощо. Кажуть, що топологія на n-елементній множині відноситься до k-класу (або має вагу k), якщо вона містить k елементів, тобто відкритих множин.Для опису числа всіх топологій k-класу використовують позначення T(n,k). [19,с.15]
Означення 1.19 Мінімальним  околом  M a  елемента а називається перетин всіх околів цього елемента.
Оскільки сім’я   скінченна,  то для будь-якого елемента a топологічного простору X існує мінімальний окіл M a і тільки один.
Означення 1.20 Будемо говорити, що топології на довільній n- елементній множині X, що складаються з k елементів (відкритих множин), відносяться до k-класу топологій (k= 2,3, ..., 2n).
Тривіальна топологія є єдиною топологією 2-класу, а дискретна топологія відноситься до класу ні.
З поняттям ваги топлогії тісно пов’язане поняття бази топології. Сім’я відкритих підмножин називається -базою простору G, якщо для довільної відкритої підмножини U в G існує підмножина VB така, що VU.

-вага:w(G)=min*{|B|:B – -базаG}.                         (1.1)

Клас k називається базисом або базою для топології  , якщо кожні непорожні елементи з  можуть бути представлені, як об’єднання елементів класу  . Існує багато різних баз для даної топології; одна із них – це весь клас  . В цьому випадку вага топологічного простору Х – це є мінімальним значенням серед потужностей всіх баз для простору X.
Зрозуміло, що на одній і тій же множиніможна ввести різні топології, утворивши різні топологічні простори. Якщо на  задано фіксовану топологію, то топологічний простір позначатимемо просто через.
Таким чином, базу можна уявляти як набір елементарних цеглинок, з яких складаються всі подальші конструкції. Вага це просто мінімальний набір, необхідний побудови довільних конструкцій.
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2 ПІДРАХУНОК ЧИСЛА ТОПОЛОГІЙ МАЛОЇ ВАГИ НА СКІНЧЕННІЙ МНОЖИНІ


[bookmark: _Toc89092420]2.1 Гомеоморфні та негомеоморфні топологї на скінченній множині. Помічені та непомічені топології

Гомеоморфізм (homeomorphism) визначає таку форму зв’язку між двома подібними об’єктами, при якій однозначне лише в одну сторону перетворення дозволяє звести вихідну систему до більш простої системи, гомеоморфної вихідній. Її називають гомеоморфним образом вихідної системи. 
На рисунку 2.1 зображена графічна інтерпретація понять ізоморфізму і гомеоморфізму.

О1
О1
М1
М1
О2
О2
М2
М2

Рисунок. 2.1 – Відповідність моделей і об’єктів:
а) ізоморфізм; б) гомеоморфізм

Означення 2.1 Нехай дані топологічні простори Х та Y. Відображення :  називається топологічним (гомеоморфізмом), якщо  – Бієкція і, при цьому, відображення  і  – безперервні. 
Властивість 2.1 Будь-яке тотожне відображення:  є гомеоморфізм.
Доведення безпосередньо випливає із визначення.
Властивість 2.2 Якщо X, У, Z – топологічні простори, а відображення :  ,   є топологічними, то їх композиція :  – також топологічне відображення.
Справді, композиція бієкцій є бієкцією. Творення безперервних відображень є безперервним відображенням. Зворотним до :  відображенням є відображення  = .
	Оскільки відображення : ,  є топологічними, то зворотні до них відображення   -1: ,  g -1:  є безперервними. 
Тому та їх композиція  – безперервне відображення, а отже, і відображення  безперервне.
Властивість доведено.
Властивість 2.3 Якщо :  – гомеоморфізм, то й : , – гомеоморфізм.
Доведення 2.1 Справді, оскільки:  – гомеоморфізм, то  – біекція. Тому зворотне до нього відображення також бієкція. При цьому згідно з умовою – безперервне. Враховуючи що  = , маємо: відображення   – гомеоморфізм.
Властивість доведено.
Означення 2.2 Кажуть, що топологічний простір Х гомеоморфний топологічний простір Y, якщо існує гомеоморфізм : . 
Враховуючи здійсненність перерахованих вище властивостей гомеоморфізму, отримаємо, що відношення гомеоморфності топологічних просторів є еквівалентним.
Про гомеоморфні місця також стверджують, що вони топологічно еквівалентні. Позначаємо:

 .                                                    (2.1)

Крім того, ми одночасно показали, що (з урахуванням асоціативності твору топологічних відображень) багато всіх гомеоморфізмів простору на себе по множенню є група.[18,с.37]
У зв'язку з цим властивості фігур, що зберігаються при гомеоморфізм, називаються топологічними, а топологія вивчає властивості фігур, інваріантні щодо гомеоморфних відображень топологічних просторів.
Отже, топологія вивчає геометрію групи всіх гомеоморфізмів простору 
Приклади гомеоморфних просторів та гомеоморфізмів
Приклад 2.1 Задано числову пряму з природною топологією. Довести, що будь-які два інтервали ( та   гомеоморфні. 
Справді, гомеоморфізм між ними встановлюється, наприклад, лінійною функцією

,

де 
Приклад 2.2 Задано тривимірне евклідове місце з топологією, породженою метрикою. Довести, що сфера гомеоморфна на поверхні куба.
Для того щоб встановити гомеоморфізм між ними, достатньо помістити їх центри в одну точку і зробити з неї центральне проектування (див. рисунок 2.2).
Приклад 2.3 Задано числову пряму з природною топологією. Довести, що інтервал та пряма гомеоморфні. 
Гомеоморфізм між ними можна встановити такою функцією:

(2.2)
,
.


Рисунок 2.2 – Встановлення гомеоморфності на поверхні куба

Приклад 2.4 Нехай  коло радіуса 1 з центром на початку координат. На U і S розглядаємо топології, індуковані топологією площини. Розглянемо відображення де

: 

Чи є відображення  – гомеоморфізм?
Розв’язання. Покажемо, що – біекція. Справді, – відображення. В силу властивостей тригонометричних функцій, якщо , то

,

і, отже,  – ін'єктивне відображення (див. рисунок 2.3).
Для будь-якої точки  знайдеться єдине значення  із проміжку, що 



але це означає, що  – сюр'єктивне відображення. 
Отже, ми показали, що  – бієкція. 

[image: ]
Рисунок 2.3 – Ін’єктивне відображення

Через безперервність тригонометричних функцій  – безперервне відображення, однак, відображення  – не є безперервним у точці (1, 0). Справді, якщо взяти зв'язну околицю  точки (1,0) на колі , то її образ   при відображенні  буде нескладним на множині .
Таким чином, не обов'язково взаємно однозначне і безперервне відображення топологічного простору  на топологічний простір буде гомеоморфізмом, так як зворотне відображення не повинно бути безперервним. Проте, має місце
Теорема 2.1 Нехай  – безперервне взаємно – однозначне відображення та  Тоді, якщо  – компактне, а  – хаусдорфовий простір, то  – гомеоморфізм.
Доведення 2.2 Нехай  – замкнута множина, а  –прообраз  у відносно відображення : 
З огляду на властивість 2.3 множина  – замкнута множина, а відповідно до теореми 1 відображення  безперервне, тобто  – гомеоморфізм.
Теорему доведено.

[bookmark: _Toc89092421]2.2 Дослідження вигляду топологій малої ваги та підрахунок усіх топологій k-класу, де k=3,4,5

При невеликих значеннях k можна описати всі топології із k-класу. Для цього варто застосувати визначення топології та деякі поняття і твердження, які ми зараз і розглянемо.
Означення 2.3. Топологія на множині  називається повною, якщо об’єднання всіх її нетривіальних елементів дає всю множину  . В іншому випадку  топологію називатимемо неповною.
Лемма 2.1 Якщо топологія на множині  повна, існує принаймні одна пара її нетривіальних елементів  , об'єднання яких дає  .
Доведення 2.3 Нехай повна топологія на . Уведемо позначання За визначенням і за умовою лемми . Якщо , то лемма доведена. 
Нехай  ,	тоді .Далі застосовуючи ті ж міркування, то на i –тому кроці отримаємо . Якщо для всіх , то при  отримаємо . Лемма доведена.
Із леми 2.1 випливає, що повні топології можуть існувати в k-класах , розпочинаючи з k=4.
Твердження 2.1 Неповні топології на n-елементній множині  в k-класі можна отримати із повних і неповних топологій -класу на -елементній множині , де , додаючи універсальну множину .
Доведення 2.4 При додаванні до топології (k-1)-класу на (n-1)-елементній множині Y такої універсальної n-елементної множини , що , отримаємо сукупність, яка являється топологією на . При цьому множина  стає нетривіальним елементом, тому отримана топологія буде неповною.
Задати топологію на множині означає виділити систему всіх відкритих підмножин. Однак задати топологію на просторі можна і за допомогою виділення значно меншої системи множин – основи топологічного простору. Будь-яка множина в , доповнення до якої є відкритим, називається замкнутою в . Точка x називається граничною для множини в  , якщо всяка околиця цієї точки перетинає множину . Замиканням множини  в просторі  називається множина , що складається з усіх граничних точок множини ; очевидно . Замкнуті множини простору  повністю характеризуються тим, що містять усі свої граничні точки.
	Означення 2.4 Систему  підмножин  множини  , яка містить  і , в якій усі елементи упорядковані за включенням , будемо називати матрьошками на множині  .Кількість  нетривіальних елементів у матрьошці будемо називати  її довжиною. Очевидно, що матрьошка  довжини  є неповною топологією -класу.
Приклад 2.5 На множині  матрьошками будуть, такі системи множин: 



,


Для спрощення записів коми в позначенні елементів з топології, що містять більше одного елемента множини , опускаємо.
Наприклад, символ  означає двоелементну множину .
Означення 2.5 Матрьошка називається щільною, якщо до неї не можна додати жодного елемента так, щоб вона залишилася матрьошкою. Інакше матрьошка називається нещільною.
Щільні матрьошки на n-елементній множині  належать - -класу та мають вигляд

,        (2.3)

де 

Щільні матрьошки є Т0-топологіями, до того ж серед усіх Т0-топологій є найбільш грубими.
Розглянуті вище матрьошки  є нещільними. В матрьошку  , наприклад, додавши множини , після чого вона перетворюється на матрьошку   . Матрьошки  – щільні. Відмітимо, що матрьошка5 є щільною на множині  і не є щільною на множині, наприклад, 
Опишемо структуру топологій в k-класах для k=3,4,5,6 і підрахуємо кількість всіх топологій в кожному із цих класів. Нам варто виділити підкласи у вказаних класах. Позначимо через і  число топологій в i –тому класі і число топологій в i –тому класі j –тому підкласі відповідно.
Усі топології 3-класу мають вид де , при чому невласне. Так, в 3-класі усі топології мають одинакову структуру і є неповними топологіями. Очевидно, що потужність  не перевищує . Залежно від потужності нетривіального елемента  маємо топології виду






Числа топологій кожного виду будуть рівні відповідно .
Таким чином, нетривіальний елемент А можна обрати  різними способами. Тоді для числа  отримаємо 

 .                                                   (2.4)

З іншого боку, усі топології 3-класу є топологіями-матрьошками довжини один. Тому справедливою є рівність 

(2.5)

В 4-класі топології мають вид де  i  – власні підмножини множини . Розглянемо об’єднання множин i , воно не може дати множину, які відрізняється від множин ,  чи  Тоді, очевидно, можливі тільки два випадка, які дають два підкласа 4-елементних топологій.
 До першого віднесемо повні топології, згідно з леммою 2.1. . Тоді . Так як  однозначно визначається по множині , то при підрахунку топологій такого типу достатньо обчислювати лише число варіантів для вибору множини . 
Прикладами топології 4 –класу першого  підкласу на 4-елементній множині є топологія 

.

Підмножиною другого підкласу на 4-елементній множині є топологія:

.


Множину  можна обрати  способами. Але так як , то різних топологій при цьому буде 



Використовуючи властивості біноміальних коефіцієнтів, виразимо елементи цієї суми через число матрьошок. Тоді формула набуде вигляду 



До другого підкласу віднесемо неповні топології .
Тоді, поклавши , отримаємо . Ці топології є матрьошками довжини 2. Тому\



Таким чином, враховуючи попередні формули, отримаємо, що в 4-класі всього топлогій

       (2.9)

Позначимо нетривіальні елементи топології 5-класу буквами ,  і . Розглянемо спочатку повні топології цього класу і будемо вважати, що вони утворюють перший підклас. За лемою 2.1. існує два нетривіальних елемента, об’єднання яких дає всю множину .Будемо вважати для визначеності, що це пара елементів  і . Так як їх перетин має бути елементом топології і не може бути ні порожньою множиною, ні однією із множин  і , то він  рівний множині . Виконаємо підрахунок топологій цього підкласу. Максимальна кількість елементів по множині  рівна n-2, при цьому потужність кожної із множин  і  рівна n-1. Таким чином, так як потужність множини А може приймати значення від 1 до n-2, то вона може бути обрана  кількістю способів, яка обчислюється як



Елементи, які не увійшли в цю множину , входять разом з елементами множини  або у множину , або у множину . Оскільки, то елементи, які не входять в , обов’язково входять в множину . Таким чином, для кожної потужності k множини  існує 



способів вибору множин  і . В загальному випадку формула для підрахунку розглядуваних топологій матиме вигляд

.                                      (2.12)

Виконавши спрощення маємо:

                            (2.13)

У випадку, якщо топології 5-класу неповні. То є пара елементів  і  в об’єднанні не дають усі , може бути два варіанта  або . В останньому випадку . Відповідно у 5-класі топологій можна виділити ще два підкласи топологій.
Підрахуємо кількість топологій в другому підкласі 5-класа топологій, коли , при цьому  і - підмножини множини , які не перетинаються. Знаючи, що потужність  не перевищує n-1 і, очевидно, не може бути менше 2, то є множина  може бути вибрана способами. 
Далі достатньо обчислити, скількома способами можна обрати множину , так як  визначається однозначно, якщо вибрано . При кожному фіксованому k (тут k-потужність множини ) множину  можна обрати способами. Отримаємо наступну формулу


.                                 (2.14)

Третій підклас складається із топологій-матрьошок довжиною 3, він буде існувати при n≥4. Обчислимо число топологій цього підкласу

(2.15)

Таким чином в 5-класі всього топологій

   (2.16)
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Нагадаємо, що топологією на скінченній множині  називається довільна сім’я  її підмножин, для якої виконано умови:
а) множини  та  належать до ;
б) для довільних  їх об’єднання та перетин також належать до .
Сім’я  підмножин топологічного простору  називається його базою або базою топології, якщо всі елементи  відкриті (тобто ), і відкрита кожна множина є об’єднанням деякої сім’ї  елементів .
Твердження 3.1 Сім’я  підмножин множини  є базою топології  на  тоді і тільки тоді, коли , і для кожної точки х довільної відкритої множини  існує , для якого.
Для розв’язання задачі підрахунку всіх топологій на скінченній множині важливу роль відіграють певні класи топологій, зокрема ті, які виділяються завдяки так званим аксіомам віддільностію наведемо формулювання аксіом віддільності.
Аксіома . Для кожних двох точок ,  існує відкрита множина , для якої ,  або 
Аксіома . Для кожних двох точок , , якщо існує відкрита множина , для якої ,  то для  також існує така відкрита множина , що .
З  , але з не випливає .
Аксіома . Для кожних точок ,  існують такі відкриті множини  і , для яких  і .
 З → , але не навпаки
	Топологічні простори, в яких виконується аксіома  , називають хаусдорфовими.
	Околом множини  в топологічному просторі  називають будь-яку відкриту множину , яка містить .
Аксіома . Для кожної точки, яка не належить замкненій множині , існують відкриті множини  та , для яких  і .
Дійсно, нехай топологія на  задається метрикою , і точка  не належить замкненій в  множині . Доповнення  відкрите і містить х, отже, існує куля .
Куля   та об’єднання  відкриті не перетинаються і містять відповідно .
Аксіому  можна сформулювати інакше: для кожного околу  довільної точки  існує окіл , для якого .
Твердження 3.2 З аксіом  і випливає .
Доведення 3.1 Нехай в  виконано  і , і – довільні точки . Принаймні для однієї з них, наприклад, для , існує окіл , для якого . Множина  замкнена і не містить , отже, існують відкриті неперетинні , . Тоді , , , тобто виконано .
Топологічний простір , в якому виконано  і  (а, отже,  та ), називається  регулярним. Не всі гаусдорфові простори є регулярними.
Аксіома . Для довільних замкнених множин , які не перетинаються, існують неперетинні відкриті множини  та .
Аксіому можна сформулювати іншим способом: для кожного  околу  довільної замкненої множини  існує окіл , для якого  Приклад антидискретного простору доводить, що з не випливає ,  чи . Якщо ж в топологічному просторі  виконано  та  (а тоді й , , ), то  називають нормальним простором. Всі метризовані простори є нормальними.
Підмножини  і  топологічного простору відокремлені, якщо ніяка з них не містить точок дотику іншої, тобто , .
Лема 3.1 Нехай– підпростір топологічного простору , і . Тоді  (де та  – замикання відповідно в просторах та ).
Доведення 3.2 Якщо  є точкою дотику  в , а– довільний окіл в просторі , то в окілі  точки  в просторі , а тим більше в  міститься деяка , отже, – точка дотику  в . Якщо ж – точка дотику  в просторі , то кожен окіл  в  має вигляд , де – окіл  в . За припущенням в  міститься деяка . Оскільки , то , звідки –точка дотику  в . 
Твердження 3.3 Нехай  множини  і  лежать в довільному підпросторі  деякого простору. Тоді  і  відокремлені в  тоді і тільки тоді, коли вони відокремлені в .
Доведення 3.3 Згідно попередньої леми довільна точка однієї з множин  і  є точкою дотику іншої множини в  тоді і тільки тоді, коли вона є точкою дотику в . Звідси випливає, що  і  відокремлені в  т. і т. тоді, коли вони  відокремлені в . 
Означення 3.1 Множина втопологічному просторі  називається зв’язною, якщо не можна отримати як диз’юнктне  об’єднання двох відокремлених в  непорожніх множин  і . Зокрема, топологічний простір називається зв’язним, якщо він є зв’язною множиною у собі (його не можна розбивати на дві непорожні відокремлені підмножини  і ). Якщо ж таке подання можливе, множину назив. незв’язною.
Твердження 3.4 Множина   в топологічному просторі  є зв’язною тоді і тільки тоді, коли  є зв’язним простором в топології підпростору в .
Доведення 3.4 Нехай  розбито на неперетинні непорожні множини  і . Тоді  і  відокремлені в  тоді і тільки тоді, коли вони відокремлені в . Отже, незв’язність множини  в  рівносильна незв’язності підпростору .
Твердження 3.5 Топологічний простір  зв’язний тоді і тільки тоді, коли виконано будь-яке з рівносильних тверджень: 
а) простір  не можна зобразити у вигляді диз’юнктного об’єднання двох непорожніх замкнених множин;
б) простір  не можна зобразити у вигляді диз’юнктного об’єднання двох непорожніх відкритих множин;
в) єдиними відкрито-замкненими множинами (тобто одночасно відкритими і замкненими) множинами в  є  і .
Доведення 3.5 Доведемо, що заперечення будь-якого з цих тверджень рівносильне незв’язності. Якщо  незв’язний, і  [image: ]B, де  і – непорожні і відокремлені, то , звідки  – замкнена. Аналогічно замкнена і , тото виконано заперечення першого твердження. Якщо  [image: ]B, де  і – непорожні і  замкнені, то множина  і  одночасно є відкритими. Якщо  [image: ]B, де  і –непорожні і відкриті, то множина – відкрито замкнена, , , то – теж непорожня, і  та  відокремлені, звідки – незв’язний. 
Твердження 3.6 Множина  з стандартною топологією є зв’язною.
Доведення 3.6 Припустимо протилежне. Нехай  є об’єднанням не порожніх диз’юнктних замкнених множин  і . Будемо вважати, що існують , , для яких . Множина  не порожня і обмежена згори. Згідно аксіом множини дійсних чисел ця множина має точну верхню грань . За побудовою  в кожному проміжку  міститься елемент з , а в кожному проміжку – елемент з . Отже, – спільна точка дотику диз’юнктних множин   і , і вони не можуть одночасно бути замкненими. 
Наслідок 3.1 Одиничний відрізок  з стандартною топологією є зв’язним.
Твердження 3.7 Топологічний добуток та букет довільної сім’ї не порожніх просторів є зв’язним тоді і тільки тоді, коли всі ці простори зв’язні.
Твердження 3.8 Неперервний образ  зв’язного простору , тобто простір , на який існує неперервне відображення  з зв’язного простору, є зв’язним. 
Доведення 3.7 Припустимо, що в  існує не порожня відкрито-замкнена множина . За властивостями неперервних відображень її прообраз  теж є відкрито-замкненим, а за сюр’єктивністю  він є непорожнім і не рівним . Отже,  незв’язний, що суперечить умові.
Твердження 3.9 Довільне об’єднання сім’ї  , зв’язних множин простору , які мають спільну точку , є зв’язним. 
Доведення 3.8 Припустимо протилежне. Тоді підпростір  є незв’язним в індукованій топології і зображається як диз’юнктне об’єднання не порожніх відкрито-замкнених в  множин  і . Принаймні одна з них, наприклад,  містить . Оскільки кожен з  є підпростором , всі перетини  є відкрито-замкнені в  і непорожні (оскільки містять ). Зі зв’язності всіх  випливає, що , тобто  для всіх . Звідси , і , , що суперечить припущенню.
Твердження 3.10 Якщо кожні дві точки  множини  топологічного простору  лежать у зв’язній підмножині  , то множина – зв’язна.
Якщо для довільної точки  об’єднати всі зв’язні множини, які містять , то отримаємо найбільшу в  зв’язну множину серед тих, які містять . Вона називається компонентою зв’язності або компонентою точки .
Твердження 3.11 Замикання зв’язної множини  простору  є зв’язним.
Доведення 3.9 Нехай  є об’єднанням не порожніх диз’юнктних замкнених в  множин   і . Тоді їх сліди  і  є диз’юнктними і замкненими в , звідки за зв’язністю  один з них, скажімо, , рівний . Отже,  лежить в замкненій в  множині , і в  немає точок дотику . Але за умовою,  , звідки – суперечність.
Означення 3.2 Простір  називається локально зв’язним, якщо в кожному околі  довільної точки  міститься зв’язна множина , для якої .
Твердження 3.12 Компонента зв’язності кожної точки  локально зв’язного простору  у довільному околі  є відкритою. 
Доведення 3.10 Нехай – згадана компонента точки . За означенням локальної зв’язності для довільної точки  існує така зв’язна множина , . Тоді – теж зв’язна, містить  і лежить в , звідки за максимальністю  маємо . Тому , і кожна точка  є внутрішньою, тобто – відкрита.
[bookmark: _Toc89092424]Наслідок 3.2 Компоненти зв’язності локально зв’язного простору  є відкритими. 
Прикладом простору Т0 на скінченній множині є множина  з топологією  
Іншими такими прикладами є наступна топологія 4 –класу на 4-елементній множині :

.

А топологія на 4-елементній множині 



не є Т0 топологією.   

3.2 Загальна формула для знаходження числа всіх топологій та огляд останніх результатів

Позначимо через  число усіх топологій, які можна ввести на фіксованій скінченній множині із n елементів, і через  – число тих топологій на усіх топологій, які можна ввести на фіксованій скінченній множині із n точках, які задовольняють аксіому подільності  (для будь-яких двох точок існує відкрита підмножина, яка містить одну із цих точок і не містить іншу). Для числа  маємо формулу

(3.1)

де - числа Стерлінга другого роду.
Таким чином обчислення зводиться до підрахунку  для усіх .
Обчислення  базується на засадах матричного представлення скінченних топологій. Нехай І=(1,…,n) – відрізок натурального ряду і  визначена на ньому топологія. Покладемо , якщо точка  міститься в замиканні  точки в іншому випадку. Відображення   є бієктивною відповідністю між усіма топологіями  на  і усіма матрицями порядку  , у яких усі діагональні елементи рівні 1, а всі інші елементи дорівнюють або 0, або 1. Важливо, аби при цьому виконувалася умова: якщо  і , то . Всі такі матриці називатимемо мережами порядку .
Зафіксуємо упорядкований набір  натуральних чисел, що задовольняють умові

.

Кожну матрицю  порядку  ми можемо записати у такій формі 

.

Мережу  поярдку  назвемо V-мережею типу , якщо у вказаному записі цієї мережі комірки , розташовані під головною діагоналлю нульові, всі діагональні комірки , розташовані вище головної діагоналі, містять хоча б один ненульовий елемент . Число усіх V-мереж даного типу позначимо через . 
Отримаємо формулу

    (3.2)

Ця формула використовується для обчислення найбільш елементарних значень . [17,с.74]
Розглянемо обчислення числа всіх топологій на  -елементній множині, що містять більше елементів. Для цього введемо повну  класифікацію. До одного класу віднесено топології, які зображуються однаковими графами. Для доказу використовуються введені авторами поняття індексу та вектора топології.
Означення 3.3 Нехай дано  -елементну множину та деяку топологію у ній [2]. Мінімальним околом елемента  називається перетин всіх околів цього елемента. 
Означення 3.4 Індексом елемента  щодо топології  називається число , що дорівнює кількості відмінних від  елементів у його мінімальному околі  [4, с.69].
Означення 3.5 Під вектором топології розумітимемо не спадаючу послідовність індексів всіх елементів з. Вектор топології  позначимо  [4].
Мають місце такі твердження.
Твердження 3.13 Нехай на множині  задана недискретна  – топологія  [2] та  – елемент максимального індексу. Тоді існує топологія, що містить у собі топологію , в якій , а індекси всіх інших елементів залишаються тими самими.
Застосовуючи послідовно твердження 3.13., можна від деяких топологій перейти до топології з великою кількістю елементів та вектором .
Твердження 3.14 Топологія з вектором  містить не більше ніж  елементів. 
Теорема 3.1 На множині  при  існують такі і лише такі топології  з кількістю елементів , вектор яких має вигляд:

а) , , причому ;
б) , , якщо  і . При цьому;
в) , якщо . при цьому.

Доведення теореми включає розгляд низки випадків. Розглянемо будову топологій деяких із цих випадків, зауважимо, що до одного класу ми віднесемо топології, які зображуються однаковими орієнтованими графами [1]. Введемо позначення для дискретної топології на множині  (або  -мірного куба), а для  -мірного куба, кожна вершина якого зображує множину, що містить елемент  топології . Нехай топологія на множині  має вектор .
Випадок а). Вектор топології має вигляд , де , тобто тільки один елемент X має ненульовий індекс. Наприклад, при відповідна топологія має будову . Число елементів такої топології дорівнює. При відповідна топологія має будову . Число елементів такої топології дорівнює. У загальному випадку, при, отримаємо , а .
Випадок б). Нехай тепер два елементи мають ненульові індекси: тобто вектор топології має вигляд . Тут можливі три випадки.
1) вектор топології має вигляд . Позначимо мінімальні околи елементів індексу 1 наступним чином: і . Якщо, тобто якщо , то топологія має будову  і  (Топології з пункту 3 теореми). Якщо, то маємо топології виду  з кількістю елементів  (топології з пункту 2 теореми при );
2) вектор топології має вигляд . Відповідно до пропозиції 2 кількість елементів у цій топології. 
3) розглянемо всі топології з векторами , де . Для кожної такої топології відповідно до пропозиції 1 (якщо застосувати її кілька разів), існує топологія з великим числом елементів та вектором. Для останньої топології умоване виконано. Отже, ця умова тим паче не виконана для вихідної топології.
Випадок в). Нехай у топологіїє понад два елементи ненульового індексу. Можливі два варіанти.
1) принаймні один з елементів ненульового індексу (наприклад, елемент ) має індекс більший 1. У такій топології кількість елементів ;
2) вектор топології має вигляд, . Позначимо через перетин усіх мінімальних околів елементів індексу 1, тобто , де . Якщо, то. Тоді. Прикладом такої топології при і  є набір . Кількість елементів у топології одно

.

При кількість елементів у відповідній топології не перевищує числа .
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ВИСНОВКИ


У даній роботі були розглянуті структури певного типу топологічних просторів, а саме топології малої ваги на скінченній множині, Т0-топології, виведено формули для обчислення числа топологій малої ваги на скінченній множині. Проблема підрахунку числа всіх топологій на скінченній множині зводиться до підрахунку чисел  для усіх . 
На основі проведеного дослідження топологій малої ваги можна зробити висновок, що топології, побудовані в роботі, відіграють важливу роль в розумінні властивостей тих чи інших просторів. Основним результатом роботи є обчислення ваги топології k-класу, де k =2,3,4.5 та узагальненню теоретичних положень щодо топологій на множині та особливостей їх дослідження, залежно від виду.
Практична значимість дослідження полягає в тому, що можливо подивитися на простори не з боку алгебри, а з боку топології – на їх властивості, способи задання та практичні застосування. Проведене дослідження відкриває можливості для більш детального дослідження топологій малої ваги на скінченній множині.
Отримані результати та розвинуті методи можна застосувати для подальших досліджень у топологічній алгебрі, функціональному аналізі, комбінаториці чисел, комбінаторній теорії розбиттів, комбінаторній геометрії, теорії груп, теорії категорій і функторів. 
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