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РЕФЕРАТ

Кваліфікаційна робота магістра «Виділення класів просторових кривих та дослідження їх властивостей»: 41 с., 11 рис., 6 джерел.
КРИВА, КРИВИНА, СКРУТ, СФЕРИЧНІ КРИВІ, ГВИНТОВА ЛІНІЯ, ЛІНІЯ ОТКОСУ, КРИВА БЕРТРАНА, ТОРИЧНІ ВУЗЛИ
Об’єкт дослідження – просторові криві.

Предмет дослідження – класифікація просторових кривих.

Мета роботи – виділення класів просторових кривих та дослідження їх властивостей. 

Методи дослідження – аналітичний, описовий.
У кваліфікаційній роботі  досліджуються просторові криві методами диференціальної геометрії, враховуючи їхні геометричні і топологічні ознаки. Були виділені деякі класи та досліджені властивості просторових кривих: криві с постійною кривиною, криві з постійним скрутом, лінії откосу, сферичні криві, криві Бертрана, торичні вузли, замкнені вузли.  В роботі  були підібрані приклади кривих у виділених класах. 
SUMMARY

Master’s Qualifying Theses «Selection of Classes of Spatial Curves and

Study of their Properties»: 41 pages, 11 figures, 6 references.

CURVE, CURVETURE, TORSION, SPHERICAL CURVES, GWENT LINE, SCOPE LINE, BERTRAND CURVE, TORIC KNOTE

The object of the study is spatial curves.

The aim of the study is selection of classes of spatial curves 

The methods of research are analytical, descriptive.

In the qualification work, spatial curves are investigated by the methods of differential geometry, taking into account their geometric and topological features. Some classes and properties of spatial curves were distinguished: curves with constant curvature, curves with constant torsion, slope lines, spherical curves, Bertrand curves, toric knotes, closed nodes.  Examples of curves in selected classes were selected in the work.
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ВСТУП
Історія вивчення просторових кривих тісно пов’язана з розвитком математики та геометрії. Ще у давнину грецькі математики, такі як Евклід, вивчали властивості геометричних фігур, в тому числі кривих. Однак системний підхід до класифікації та аналізу просторових кривих з’явився лише в ⅩⅤІⅠІ столітті, коли розвинулися диференціальна геометрія та теорія кривих. 

Одним з перших учених, які займалися класифікацією кривих та дослідженням їх властивостей, був Леонард Ейлер. У своїх працях він ввів поняття кривизни та огинання кривої, що стало основою для подальших досліджень. Інші видатні математики, такі як Гаус, Ріман в ⅩІⅩ столітті розробили теорію поверхонь і кривих, що заклала основи для сучасного розуміння просторових кривих. 

З розвитком комп’ютерних технологій в ⅩⅩ столітті вивчення просторових кривих отримало новий імпульс. Виникли нові методи класифікації та аналізу кривих, засновані на комп’ютерному моделюванні та машинному навчанні. Зокрема, великий внесок у розвиток цих методів зробили вчені з галузі комп’ютерної графіки, CAD – системи та геоінформаційних систем. 

У сучасному світі, де величезні обсяги даних збираються та обробляються, вивчення просторових кривих стає все більш актуальним. Просторове моделювання, картографія, а також аналіз географічних даних використовують концепцію просторових кривих для опису різних об’єктів і явищ. Однак прямий аналіз великої кількості кривих може бути складною задачею. В ділення класів просторових кривих дозволяє спростити цей процес та отримати корисну інформацію про їх структуру, властивості та розташування. 

Ця тема досліджує різні методи виділення класів просторових кривих, враховуючи їхні геометричні і топологічні ознаки. Ми розглянемо, як визначати основні характеристики кривих, які можна використовувати для їх класифікації. Далі зосередимося на дослідженні властивостей виділених класів кривих. Цей етап дозволить глибше зрозуміти їх характеристики і знайти закономірності в їх розподілі та структурі. На основі отриманих знань, зможемо проаналізувати різні застосування виділення класів просторових кривих в різних сферах життя, від географії до інженерії та аерокосмічних технологій. 
1 Диференціальна геометрія просторових кривих

1.1 Способи завдання просторових кривих
Нехай дано множину 
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, що є відкритим, напіввідкритим або замкнутим інтервалом числової прямої.
Означення.  Параметризованою кривою (або шляхом) у просторі  
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(І) множини 
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 при відображені 
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 називається носієм кривої. 
        Після вибору в просторі 
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 ортонормованого  репера кожній точці носія кривої можна поставити у взаємно однозначну відповідь радіус – вектор цієї точки. Тим самим, зазначене у визначенні відображення 
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називають векторним рівнянням кривої, а векторну функцію ,
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будемо називати параметричним рівнянням кривої. Говорять також, що крива задана за допомогою векторної функції 
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Будемо користуватися записом 
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 кривої є образом при відображенні  
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 задана за допомогою векторної функції  
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, якщо векторна функція 
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 називається вектором швидкості кривої у точці 
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Означення. Точка параметризованої кривої, у якій вектор швидкості нульовий, називається особливою точкою кривої, у противному випадку точка кривої називається неособливою. 
Нехай задана регулярна крива 
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 задає відображення з 
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Означення. Заміна параметра на кривій за законом 
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 Нехай регулярна крива задана за допомогою векторної функції 
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 називається вписаною в дану криву (рис 1.1).
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Рисунок 1.1 – Ламана, вписана в криву
Означення.  Довжиною кривої називається, границя, до якої прямує довжина вписаних у неї ламаних, якщо максимальна з довжин ланок цих ламаних прямує до нуля. 

У випадку, коли ця границя є скінченною, крива називається спрямованою і для обчислення довжини кривої 
[image: image63.wmf](

)

(

)

(

)

,

,

,

t

z

z

t

y

y

t

x

x

=

=

=



[image: image64.wmf][

]

b

a

t

,

Î

 використовується формула 

[image: image65.wmf]ò

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

b

a

dt

dt

dz

dt

dy

dt

dx

s

2

2

2

.
Ми можемо записати цю формулу у вигляді 
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 Нехай 
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Розглянемо властивості отриманої функції  
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 монотонно зростає. А оскільки вона до того ж диференційована, то вона буде неперервною. Отже, існує обернена до неї функція 
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Теорема 1.2 Будь – яка регулярна параметризована крива завжди може бути параметризованою за допомогою дуги 
[image: image83.wmf]s

 й ця параметризація знову є регулярною. 

Означення. Параметризація кривої за допомогою довжини дуги, що відлічується від деякої точки кривої, називається природною або натуральною параметризацією. 
Теорема 1.3 Параметризація кривої є природною тоді й тільки тоді, коли вектор швидкості кривої задовольняє умові 
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3. Підставити у векторне рівняння кривої 
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знаходження явного виразу 
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. Для більшості кривих у явному виді це зробити не вдається, тому доводиться просто констатувати факт можливості переходу до натуральної параметризації. 
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Теорема 1.4 (про неявно задану криву)  Нехай 
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  - множина точок, що задовольняють систему (1.4)  і 
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Для більшості неявних кривих параметризацію, про яку йде мова в теоремі, не завжди можна записати через елементарні або навіть спеціальні функції. Тому доводиться просто констатувати факт можливості переходу до параметризації. 

Означення. Регулярною кривою тривимірного евклідового простору називається підмножина цього простору, яка або є носієм регулярної параметризованої кривої, або є неявною кривою без особливих точок. 

Означення. Нехай 
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 називають дотичною прямою даної кривої у точці 
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 (рис. 1.2).
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Рис. 1.2. Січна 
[image: image120.wmf](

)

M

M

0

 і дотична пряма до кривої
Означення. Площина, що проходить через точку кривої перпендикулярно її дотичній прямій у цій точці, називається нормальною площиною кривої  в даній точці. 

Рівняння нормальної площини має вигляд 
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Якщо вектор постійної довжини відкладати від початку репера 
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Складемо рівняння дотичної прямої для неявно заданої кривої в точці 
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Позначимо координати вектора 
[image: image126.wmf][

]

0

,

M

Ф

F

Ñ

Ñ

через 
[image: image127.wmf]g

b

a

,

,

 і запишемо рівняння дотичної прямої у вигляді
                                           
[image: image128.wmf]g

b

a

0

0

0

z

z

y

y

x

x

-

=

+

=

-

.                               (1.7)
Рівняння нормальної площини в точці 
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або, в іншому записі
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де всі похідні обчислені в точці 
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Наслідок. Якщо неявно задана крива 
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Означення.  Стичною площиною просторової кривої 
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 в даній точці 
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Означення. Нехай дана гладка класу 
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 називається бірегулярою точкою цієї кривої. Якщо в ній виконана умова 
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Складемо рівняння стичної площини кривої, заданої параметричними рівняннями 
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Рівняння стичної площини має вигляд 
                              
[image: image155.wmf](

)

(

)

(

)

0

0

0

0

=

-

+

-

+

-

z

z

y

y

x

x

g

b

a

                         (1.11)
де 
[image: image156.wmf]g

b

a

g

b

a

,

,

,

,

,

y

x

y

x

x

z

x

z

z

y

z

y

¢

¢

¢

¢

¢

¢

=

¢

¢

¢

¢

¢

¢

=

¢

¢

¢

¢

¢

¢

=

 обчислюються при 
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Стична площина плоскої кривої збігається із площиною, у якій лежить крива (це безпосередньо впливає з визначення стичної площини). 

Встановимо геометричний зміст стичної площини. Розглянемо гладку криву класу 
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 – радіус-вектори поточних точок площини 
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Говорять, що в цьому випадку маємо дотикання другого порядку. У неособливих точках кривої це найбільший порядок дотикання площини із кривою. Стична площина є єдиною площиною, що має цю властивість. Тому що вектор 
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. У цьому випадку маємо дотикання першого порядку. Таким чином, із всіх дотичних площин стична площина «найбільш близько прилягає до кривої». 
1.2 Кривина та скрут просторової кривої  
Розглянемо регулярну криву 
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 й, отже, лежить у нормальній площині й напрямлений по головній нормалі. З другої формули Френе 
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 є кривиною кривої. Тому можна дати інше означення кривини кривої. 

Означення. Кривиною кривої  називається коефіцієнт 
[image: image189.wmf]k

 у формулах Френе. 

Означення. Якщо в точці 
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 кривої 
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 називається радіусом кривини кривої  у точці 
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Ця назва пов’язана з тим, що коло радіуса 
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 якнайкраще (у порівнянні з усіма іншими колами) наближає криву в околі точки 
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.

Означення. Точки кривої, у яких 
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 називаються точками розпрямлення. 
Таким чином, пряма складається із точок розпрямлення. 

У формулах Френе для бірегулярної кривої 
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, що називається скрутом кривої. 
Означення. Абсолютним скрутом 
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 у точці 
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 кривої 
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 називається абсолютна величина вектора 
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Означення. Точка бірегулярної кривої, у якій скрут дорівнює нулю, називається точкою сплощення. 
Скрут характеризує відмінність просторової кривої від плоскої. Плоска крива цілком складається із точок сплощення. 

Очевидно, скрут кривої визначений в тих точках, у яких кривина відмінна від нуля. 

Знайдемо обчислювальні формули для кривини й скруту бірегулярної кривої. Спочатку розглянемо криву 
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Тому 
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Таким чином, 
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У випадку довільної параметризації кривої 
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, перейдемо до натурального параметра за формулою 
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Скористаємося отриманими формулами (1.12) і (1.13) 
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або, інакше 
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Таким чином, для обчислення кривини й скруту бірегулярної кривої у випадку натуральної параметризації можна користуватися формулами (1.12), (1.13).а у випадку довільної параметризації – формулами (1.14), (1.15).

Для регулярної кривої можна одержати залежності
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де 
[image: image218.wmf]s

 – довжина дуги. 

Ці рівності називаються натуральними рівняннями кривої. 
На практиці плоска крива досить легко відновлюється за її натуральними рівняннями. Параметричні рівняння просторової кривої за відомими натуральними рівняннями аналітично відновлюються лише у окремих випадках. 
1.3 Формули Френе для просторової кривої
Нехай 
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- 3-регулярна крива і 
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Одиничні вектори дотичної 
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 в кожній точці кривої пов’язані наступними співвідношеннями:
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Ці співвідношення називаються формулами Френе (Серре – Френе).
Вид просторової кривої поблизу даної точки. Нехай 
[image: image230.wmf]3
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-регулярна крива і 
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Виберемо в просторі координатну систему 
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 так, щоб початок  координат – точка 
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 збігалася з точкою 
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 кривої 
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 основного репера  кривої 
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 у цій точці: 
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 Тоді має місце наступна формула:
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Зберігаючи у кожному доданку лише головні члени, отримуємо рівняння :
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кривої 
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 близькою д кривої 
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Запишемо останнє векторне співвідношення у координатній формі 
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В представленні 
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 проекції кривої 
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 на координатній площині мають вигляд, представлений на рис.1.3. Загальний вид кривої 
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 зображений на рис. 1.4.
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Рисунок 1.3 -  Проекція кривої 
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 на координатній площині.
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Рисунок 1.4 - Загальний вид кривої 
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.

1.4 Дотичне коло просторової кривої. Еволюта, евольвента
Нехай 
[image: image263.wmf]g

 - регулярна крива і 
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 - точка цієї кривої.  Коло, що проходить через точку  
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 кривої 
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 і має з цією кривою дотик  не нижче двох, називається дотичним колом кривої 
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 у точці 
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Рис. 1.5 Дотичне коло кривої 
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.
Якщо кривина кривої 
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 у точці 
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 не дорівнює нулю (точка 
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 не є точкою розпрямлення кривої 
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): 
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 то у цій точці існує єдине дотичне коло кривої 
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. Воно лежить у дотичній площині кривої 
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 у точці 
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 і його радіус визначається формулою  
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 Тоді центр дотичного кола визначається вектором
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де 
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  - одиничний вектор головної нормалі кривої 
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 у точці 
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. Центр дотичного кола називається центром кривини кривої  
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 у точці 
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, а її радіус – радіусом кривини кривої 
[image: image286.wmf]g

 у цій точці. Дотична площина кривої перетинає дотичну сферу цієї кривої по дотичному колу. 

Якщо гнучка нерозтяжна нитка, закріплена в точці 
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 регулярної просторової кривої 
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 та натягнути на цю криву, розмотується з кривої 
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 описує криву 
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, яка називається евольвентою кривої 
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. Крива 
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 називається еволютою кривої 
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Рис.1.6 Евольвента та еволюта кривої 
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.
Нехай 
[image: image297.wmf](

)

s

r

r

=

 – єдина параметризація кривої 
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. Тоді векторне рівняння евольвенти цієх кривої має вигляд:
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 – одиничний вектор дотичної кривої 
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. Будь-яка крива, просторова чи пласка має нескінченну множину евольвент. Еволюти кривої 
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 залежать від одного чслового параметру і описуються рівнянням:
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Кут, під яким дві еволюти кривої 
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 видні з точки 
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 цієї кривої, не залежать від цієї точки. 

Якщо крива 
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 плоска 
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, то її еволюти описуються рівнянням:
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де 
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 – одиничні вектори відповідно головної нормалі та бінормалі кривої 
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. Плоска крива має тільки одну плоску еволюту 
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. Інші еволюти плоскої кривої є лініями откосу, тобто лініями, дотично до яких нахилені до площини цієї кривої  під постійним кутом. 

1.5 Особливі точки кривої
Неявно задана. При неявній заданій кривій у просторі за допомогою рівнянь 
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Останню нерівність можна записати по – іншому:
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Але характер особливостей гладкої просторової кривої краще (і легше) досліджувати у випадку її параметрично заданої. 

Параметрично задана. Нехай 
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 – гладка крива, задана рівнянням 
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 відносно цієї параметризації. 

При розгляді будови гладкої кривої поблизу її особливої точки слід звернутися до розкладу векторної функції 
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де векторна функція 
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 то особлива точка є точкою повернення 1-го роду. Ця особливість геометрична, непереборна заміною параметра.

Якщо у досліджуваній точці 
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(пам’ятаємо, що 
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). Якщо при цьому у ряду Тейлора відмінними від нуля будуть тільки члени виду 
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[image: image350.wmf](

)

,

0

0

=

¢

t

r

 
[image: image351.wmf](

)

,

0

0

=

¢

¢

t

r

 
[image: image352.wmf](

)

,

0

0

=

¢

¢

¢

t

r

 але 
[image: image353.wmf](

)

,

0

0

¹

t

r

IV

 то знову маємо точку повернення, але з дотиком віток кривої у точці 
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Таблиця 1.1 – Класифікація точок
	N 
	Значення p  порядку похідної
	Значення q порядку похідної
	Тип точки
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*) Перепараметризацією 
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 цю особливість можна усунути. Отримана при цьому нова параметризація знову виявиться гладкою (може бути, меншого порядку).
2 Виділення класів просторових кривих
2.1 Просторові криві постійної кривини, 
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Загальне рівняння кривої постійної кривини має вигляд 
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 – векторне рівняння довільної кривої на одиничному колі. 

Якщо крива 
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 має постійну кривину, то і дотичне коло і дотичний круг цієї кривої мають постійний радіус. 

Будь-яка відмінна від дуги круга крива постійної кривини 
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 і дуг цих евольвент (рис. 2.1).
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Рисунок 2.1 

2.2 Криві постійного скруту, 
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Якщо 
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, то крива пласка. Рівняння кривої постійного скруту 
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 – векторне рівняння кривої на одиничному колі. 

Приклад. Розглянемо криву 
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Кривину знайдемо за формулою 
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. Знайдемо мішаний добуток 
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. Отже, маємо криву з постійними кривиною та скрутом. 
2.3 Узагальнені гвинтові лінії
Криві, у яких відношення кривини і скруту постійне, називаються узагальненими винтовими лініями або лініями відкосу (рис. 2.2).
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Рис. 2.2 - Узагальнені гвинтові лінії
Узагальнені гвинтові лінії є кривими, дотичні до яких в кожній точці утворюють із заданим напрямком 
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 постійний кут. Вірно і зворотнє. 

Для того, щоб крива була загальною винтовою лінією, необхідно і достатньо виконання у кожній її точці однієї із наступних чотирьох умов:

1) головні нормалі кривої перпендикулярні фіксованому напрямку;

2) бінормалі утворюють постійний кут з фіксованим напрямком;

3) 
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 постійний. 

Якщо через лінію відкосу провести циліндричну поверхню, твірні якої паралельні заданому напрямку 
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, то лінія відкосу буде перетинати ці твірні під постійним кутом. 

Звичайна винтова лінія виділяється з поміж винтових ліній загального типу тим, що для неї циліндр – круглий. 

Приклад. Покажемо, що крива, яка задається рівняннями 
[image: image408.wmf]î

í

ì

=

=

z

xy

y

x

9

2

3

2

, є лінією откосу. 
Параметризуємо криву. Нехай 
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Кривину знайдемо за формулою 
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Скрут знайдемо за формулою 
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2.4 Сферичні криві
Сферичною кривою називають криву, яка лежить на сфері. 

Нехай 
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 – сфера радіуса 
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Кола, у яких 
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, є великими колами сфери 
[image: image429.wmf]L

.
Будь-яка крива непостійної кривини, для якої задовольняється натуральне рівняння ( тобто рівняння, яке пов’язує кривину 
[image: image430.wmf]1
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 і скрут 
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 кривої)
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лежить на колі радіуса 
[image: image434.wmf]R

.

Натуральне рівняння класу всіх сферичних кривих має наступний вигляд:
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Крива з відмінною від нуля кривиною 
[image: image437.wmf]1

k

 і скрутом 
[image: image438.wmf]2
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 є сферичною кривою тоді і тільки тоді, коли виконується співвідношення
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Останню рівність, поклавши 
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можна записати у еквівалентній формі
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Регулярна крива, яка лежить на колі тоді і тільки тоді, коли знайдуться числа 
[image: image443.wmf],
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 такі, що 
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Замкнена сферична крива 
[image: image446.wmf]g

 міститься у відкритому напівколі радіуса 
[image: image447.wmf]R

, якщо її довжина 
[image: image448.wmf]S

:

а) або менше 
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;

б) або дорівнює 
[image: image450.wmf]R

p

2

, але 
[image: image451.wmf]g

 не є об’єднанням двох великих напівкол. 

Якщо 
[image: image452.wmf]g

 – регулярна замкнена сферична крива, 
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 її кривина і 
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 – її скрут, то 
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[image: image457.wmf]Сферична крива, яка перетинає усі меридіани кола під даним кутом, називається локсодромією (локсодромою). (рис. 2.3)
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Рисунок 2.3 – Локсодрома.

Нехай коло задане рівнянням 


[image: image459.wmf]2

2

2

2

R

z

y

x

=

+

+


і 
[image: image460.wmf]q

 – заданий кут 
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 Тоді рівняння локсодроми має наступний вигляд:
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[image: image464.wmf].
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Кривина 
[image: image465.wmf]1
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 і скрут 
[image: image466.wmf]2
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 локсодроми рівні відповідно 
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Якщо всі нормальні площини кривої проходять через фіксовану точку, то ця крива сферична. 

Якщо у замкненій сферичній кривій 
[image: image469.wmf]g

 відсутні точки само перетину і не більше двох дотичних площин цієї кривої проходять через центр кола, то крива 
[image: image470.wmf]g

 лежить в одному півколі. 

Нехай 
[image: image471.wmf]g

 – замкнена сферична крива довжини 
[image: image472.wmf]R
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. Тоді на колі знайдеться точка 
[image: image473.wmf]A

 така, що відстань по колу від точки 
[image: image474.wmf]A

 до кожної точки 
[image: image475.wmf]M

 кривої 
[image: image476.wmf]g

 (довжина меншої дуги великого кола, що проходить через точки 
[image: image477.wmf]A

, 
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) не більше 
[image: image479.wmf].

4

/

S


2.5 Криві Бертрана
Криві 
[image: image480.wmf],

g

 
[image: image481.wmf]g
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 називаються кривими Бертрана, якщо між ними можна встановити взаємно однозначну відповідність, при якій нормалі цих кривих у відповідних точках співпадають. 

Властивості кривих Бертрана.
1) Відстань між відповідними точками кривих 
[image: image482.wmf],

g
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 постійна.

2) Дотичні до кривих 
[image: image484.wmf],
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у відповідних точках утворюють постійний кут.

3) Кривина 
[image: image486.wmf]1

k

 і скрут 
[image: image487.wmf]2
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кожної з кривих Бертрана пов’язані співвідношенням 
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де 
[image: image489.wmf]a

 – відстань між відповідними точками, а 
[image: image490.wmf]q

 – кут між дотичними у відповідних точках. 

4) Якщо кривина і скрут кривої пов’язані співвідношенням (2.1), то крива є кривою Бертрана (кривою Бертрана називається крива, головні нормалі якої є головними нормалями деякої іншої кривої, відмінної від першої).

Крива, задана рівнянням
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де 
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 є кривою Бертрана. Вірно і обернене: будь-яка крива Бертрана може бути задана рівнянням (2.1). 


Для того, щоб просторова крива була кривою Бертрана, необхідно і достатньо,  щоб існували постійні числа 
[image: image496.wmf]l

 і 
[image: image497.wmf]m

 такі, що 
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2.6 Замкнені криві.

Якщо кривина 
[image: image499.wmf]1

`

k

 регулярної замкненої просторової кривої 
[image: image500.wmf]g

 задовольняє нерівність
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то довжина 
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кривої 
[image: image503.wmf]g

 підпорядкована умові 
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Для будь-якої регулярної замкненої кривої 
[image: image505.wmf]g

 виконується нерівність


[image: image506.wmf](

)

ò

³

g

p

s

s

.

2

1

d

k


Рівність можлива тоді і тільки тоді, коли крива 
[image: image507.wmf]g

 пласка і випукла (теорема Фенхеля).


Нехай 
[image: image508.wmf]A

 – довільне дійсне число. Існує регулярна замкнена крива 
[image: image509.wmf]g

, для якої 
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Нехай 
[image: image511.wmf]g

 – регулярна замкнена крива довжини 
[image: image512.wmf]S

, яка лежить в колі радіуса 
[image: image513.wmf]R

. Тоді


[image: image514.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ò

ò

ò

ò

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

£

g

g

g

g

,

2

2

1

2

2

2

1

2

2

2

ds

s

k

s

k

ds

s

k

ds

s

k

R

ds

s

k

S



[image: image515.wmf](
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[image: image516.wmf](
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Нехай проста замкнена регулярна крива 
[image: image517.wmf]g

 має наступну властивість: через кожну точку кривої 
[image: image518.wmf]g

 можна провести площину, яка не має з кривою 
[image: image519.wmf]g

 інших спільних точок. Тоді крива 
[image: image520.wmf]g

 має щонайменше чотири точки зі стаціонарною дотичною площиною. 

Якщо дуга пласкої кривої разом з хордою яка її стягує утворює границю випуклої області. То при будь-якому скруті цієї кривої (так називають перетворення кривої, що зберігає її довжину і кривину) довжина стягнутої хорди збільшується. 

Для завузленої замкненої кривої справедлива формула
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(формула Фері – Мілнора).

Нехай 
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[image: image523.wmf]a
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довжини двох дуг кола радіуса 
[image: image524.wmf]l

, стягнуті хордою 
[image: image525.wmf]MN

 довжини 
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d

. Тоді будь – яка інша крива з кривиною 
[image: image527.wmf]l

, що з’єднує точки 
[image: image528.wmf]M

 і 
[image: image529.wmf]N

, має довжину 
[image: image530.wmf]S

, яка задовольняє одну з нерівностей
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Нехай 
[image: image533.wmf]g

 – замкнена крива довжини 
[image: image534.wmf]p

2
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S

, яка знаходиться на одиничному колі. Тоді на цьому колі існує точка 
[image: image535.wmf]A

 така, що відстань від точки 
[image: image536.wmf]A

 до будь-якої точки кривої 
[image: image537.wmf]g

 буде 
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2.7  Торичні вузли 

На площині задано коло 
[image: image539.wmf]K

 радіуса 
[image: image540.wmf]a

 з центром в точці 
[image: image541.wmf])
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l

A

, де 
[image: image542.wmf]a

l

>

. Поверхня, що утворюється при обертанні кола 
[image: image543.wmf]K

 навколо осі 
[image: image544.wmf]Ox

, називається тором (див. рис.2.4).
[image: image545.emf] 
Рисунок 2.4 – Тор

Параметричні рівняння тора мають вигляд 
[image: image546.wmf])
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. З тором пов’язані два кола: осьове коле (траєкторія точки 
[image: image547.wmf]A

 при обертанні) та нульовий меридіан (коло 
[image: image548.wmf]K

). 

Нехай 
[image: image549.wmf]n

m

,

 – взаємно прості натуральні числа. Торичним вузлом типу 
[image: image550.wmf]n

m
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 називається крива, що задається рівнянням
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Ця крива обходить навколо тора 
[image: image552.wmf]n

разів в напрямку осьового кола і 
[image: image553.wmf]m

в напрямку меридіана. На рис. 2.5 зображені торичні вузли типу 
[image: image554.wmf])
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Рисунок 2.5 – Торичні вузли
ВИСНОВКИ
Дана кваліфікаційна роботі була присвячена дослідженню просторових кривих методами диференціальної геометрії, враховуючи їхні геометричні і топологічні ознаки.
Перший розділ роботи був спрямований на висвітлення загальних теоретичних відомостей, що стосуються плоских та просторових кривих.  Були розглянуті основні характеристики кривих, які можна використовувати для їх класифікації. 
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