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РЕФЕРАТ

Кваліфікаційна робота магістра «Підвищення мотивації навчання та результативності школярів шляхом впровадження системи задач прикладної спрямованості в курс алгебри і початків аналізу»: 78 с., 2 рис., 2 табл., 61 джерело.
Ключові слова: АЛГЕБРА, ЗАДАЧА ПРИКЛАДНОЇ СПРЯМОВАНОСТІ, МОТИВАЦІЯ НАВЧАННЯ, МАТЕМАТИЧНА КОМПЕТЕНТНІСТЬ, МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ, ПЕДАГОГІЧНИЙ ЕКСПЕРИМЕНТ, РЕЗУЛЬТАТИВНІСТЬ НАВЧАННЯ, СТАРША ШКОЛА.
Об’єкт дослідження – процес навчання алгебри і початків аналізу в старших класах закладів загальної середньої освіти.
Предмет дослідження – методична система використання задач прикладного характеру у навчанні алгебри і початків аналізу, що охоплює зміст, форми організації та способи роботи з такими задачами.
Мета роботи – теоретично обґрунтувати, сконструювати та експериментально перевірити систему задач прикладної спрямованості для курсу алгебри і початків аналізу як засіб підвищення навчальної мотивації і результативності старшокласників.
Методи дослідження – аналіз психолого-педагогічних і методичних джерел, вивчення чинних стандартів і програм з математики, моделювання дидактичної системи, педагогічне спостереження, анкетування учнів, констатувальний і формувальний експеримент, статистична обробка результатів.
 Теоретична частина спирається на сучасні підходи до мотивації навчання, компетентнісну парадигму та ідеї прикладної спрямованості шкільного курсу математики.Сформовано класифікацію задач прикладного змісту за змістовою сферою, дидактичною метою та ступенем наближеності до реальних ситуацій; визначено вимоги до добору й адаптації таких задач у курсі алгебри. На основі проведеного аналізу розроблено систему прикладних задач для основних тем алгебри і початків аналізу, окреслено алгоритм їх розв’язування як послідовність етапів математичного моделювання.



SUMMARY

Master’s qualification thesis “Enhancing Students’ Learning Motivation and Academic Performance through the Integration of Applied Problem Systems in the Course of Algebra and Elementary Analysis”: 78 pages, 2 figures, 2 tables, 61 sources.
Keywords: ALGEBRA, APPLIED PROBLEM, LEARNING MOTIVATION, MATHEMATICAL COMPETENCE, MATHEMATICAL MODELLING, PEDAGOGICAL EXPERIMENT, LEARNING OUTCOMES, UPPER SECONDARY SCHOOL.
The object of the research is the process of teaching algebra and elementary analysis in upper secondary school.
The subject of the research is the methodological system for integrating applied mathematical problems into the teaching of algebra and elementary analysis, including its content, organisational forms and instructional approaches.
The purpose of the study is to theoretically substantiate, design, and experimentally validate a system of applied mathematical problems as a means of increasing students’ motivation and improving their learning outcomes in algebra and elementary analysis.
Research methods include the analysis of psycho-pedagogical and methodological literature, examination of current educational standards and mathematics curricula, modelling of a didactic system, pedagogical observation, student questionnaires, baseline and formative experiments, and statistical data processing.
The theoretical section is based on contemporary approaches to learning motivation, the competence-based paradigm, and the principles of applied orientation in school mathematics. A classification of applied problems is developed according to thematic domain, didactic purpose and degree of real-life authenticity; criteria for selecting and adapting such problems within the algebra curriculum are defined. Based on this analysis, a system of applied tasks aligned with key algebra topics is constructed and an algorithm for solving them is outlined as a sequence of mathematical modelling stages.
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ВСТУП


Сучасна освітня реформа (Концепція Нової української школи) наголошує на компетентнісному підході та практичній спрямованості навчання математики. Відповідно до Державного стандарту середньої освіти, одним із пріоритетів є формування в учнів умінь застосовувати математичні знання у повсякденному житті та майбутній діяльності. Тому одним з актуальних напрямів методики навчання математики є посилення прикладної спрямованості шкільного курсу алгебри і початків аналізу. Використання прикладних задач у навчанні алгебри набуває особливої актуальності, оскільки дозволяє показати практичну цінність математичних знань і мотивувати школярів до вивчення предмета.
Актуальність теми. Попри значну увагу дослідників до проблеми прикладної спрямованості навчання математики, у практиці шкільної освіти все ще недостатньо реалізовано потенціал прикладних задач. Основними причинами цього є брак навчального часу, нестача систематизованих методичних матеріалів та дидактичних засобів для складання і розв’язування задач прикладного характеру.  Багато задач з реального життя потребують складних обчислень або знань з інших галузей, тому в підручниках часто замінюються так званими квазіприкладними задачами – спрощеними моделями реальних ситуацій. Як наслідок, учні не завжди усвідомлюють практичну значущість математичних знань, що негативно впливає на їх мотивацію. За даними досліджень, інтерес учнів до математики підвищується, коли вони працюють над задачами з реальним змістом, а не лише рутинними вправами. Розв’язування прикладних задач не лише сприяє кращому засвоєнню матеріалу, але й підвищує ефективність навчання математики загалом. Таким чином, розробка і впровадження системи прикладних задач у шкільний курс алгебри і початків аналізу є актуальною педагогічною проблемою.
Аналіз останніх досліджень і публікацій. Проблему прикладної спрямованості навчання математики досліджували багато науковців. Ще у працях Ю. Колягіна, Г. Бевза, З. Слєпкань та ін. теоретично обґрунтовано важливість пов’язання математики з практикою. Визначено дидактичні умови і принципи реалізації прикладної спрямованості (В. Пікан, В. Фірсов та ін.), показано, що прикладні задачі можуть виступати засобом активізації пізнавальної діяльності учнів. У новітніх дослідженнях продовжено цю роботу з урахуванням сучасних освітніх вимог. Зокрема, запропоновано дидактичні моделі і методики навчання з використанням прикладних задач. Так, А. Новікова (2021) у своєму дисертаційному дослідженні розробила систему прикладних задач для курсу алгебри основної школи та довела її ефективність для формування умінь математичного моделювання.  С. Лук’янова і Т. Насадюк (2022) обґрунтували актуальність впровадження прикладної спрямованості у 5–6 класах в контексті реформи НУШ. Т. Крамаренко (2024) досліджувала інтеграцію практико-орієнтованих задач у курс вищої математики для майбутніх учителів, показавши, що такі задачі підвищують мотивацію студентів і готують їх до вирішення реальних проблем. Т. Грицик (2025) на матеріалі технічних коледжів встановила, що розв’язування прикладних задач фізичного змісту підвищує мотивацію навчання і сприяє кращій підготовці до майбутньої професійної діяльності. В українській методичній літературі з’являються посібники для вчителів, що пропонують добірки прикладних задач з алгебри і початків аналізу та рекомендації щодо їх використання (М. Бурда та ін., 2018; С. Лук’янова та ін., 2022 тощо). Таким чином, науковий інтерес до теми є високим, проте потребують подальшого опрацювання питання систематичного добору задач прикладного характеру відповідно до шкільної програми і методики їх застосування для підвищення мотивації та успішності учнів.
Мета дослідження – теоретично обґрунтувати та розробити систему прикладних задач для курсу алгебри і початків аналізу та експериментально перевірити її ефективність як засобу підвищення навчальної мотивації і результативності учнів.
Об’єкт дослідження – процес навчання алгебри і початків аналізу в старших класах школи.
Предмет дослідження – методична система використання задач прикладного характеру у навчанні алгебри і початків аналізу (зміст, форми і методи роботи з ними).
Завдання дослідження:
1. Проаналізувати психолого-педагогічну і методичну літературу з проблеми реалізації прикладної спрямованості навчання математики та стан впровадження прикладних задач у шкільній практиці.
2. Уточнити сутність і структуру навчальної мотивації учнів при вивченні математики; визначити педагогічні підходи до активізації пізнавальної діяльності учнів на уроках алгебри (зокрема, через прикладні задачі).
3. Класифікувати задачі прикладного характеру, виявити вимоги до їх добору та адаптації у відповідності до змісту шкільного курсу алгебри і початків аналізу.
4. Розробити систему прикладних задач з алгебри і початків аналізу та методику роботи з ними на уроках і в позаурочній діяльності.
Методи дослідження. Для досягнення мети використано комплекс теоретичних і емпіричних методів. Теоретичні: аналіз психологічної, педагогічної і методичної літератури з теми; аналіз навчальних програм і підручників з математики на предмет наявності прикладних задач; моделювання – для розробки дидактичної моделі впровадження прикладних задач і прогнозування результатів. Емпіричні: педагогічні спостереження за навчальним процесом; анкетування і опитування учнів та вчителів для визначення рівня мотивації та виявлення труднощів у застосуванні знань на практиці; педагогічний експеримент (констатувальний і формувальний) – для перевірки ефективності запропонованої методики використання прикладних задач. Застосовано методи статистичної обробки результатів експерименту для оцінювання достовірності отриманих даних.
Теоретичне значення дослідження полягає в збагаченні теорії методики навчання математики положеннями про реалізацію прикладної спрямованості навчання. Результати дослідження розкривають структуру і мотиви навчальної діяльності учнів при вивченні математики, підтверджуючи, що прикладні задачі є дієвим засобом активізації пізнавальних мотивів (наочно демонструють зв’язок математичних понять з реальним життям).  Розроблена дидактична модель та вимоги до прикладних задач доповнюють наукові уявлення про методичні засоби формування прикладних компетентностей і навичок математичного моделювання в учнів. Таким чином, дослідження робить внесок у розвиток теорії навчання математики, уточнюючи підходи до відбору змісту та методів навчання на засадах прикладної спрямованості.
Практична значущість дослідження. Розроблено методичні рекомендації для вчителів щодо впровадження системи прикладних задач у навчальний процес старшої школи. Запропоновано добірку прикладних задач з алгебри і початків аналізу, зміст яких відповідає програмі і пов’язаний з реальними ситуаціями з різних сфер (фізика, економіка, повсякденне життя тощо). Ця добірка та рекомендації пройшли експериментальну перевірку в навчальних закладах і показали ефективність: відзначено підвищення мотивації учнів до вивчення математики та покращення якості їхніх знань і вмінь. Матеріали дослідження (комплект задач, методика їх розв’язування у чотири етапи, критерії відбору тощо) можуть бути використані вчителями математики, методистами і викладачами педагогічних закладів освіти для вдосконалення навчання алгебри. Практична реалізація результатів сприятиме розвитку в учнів умінь застосовувати математичні знання на практиці, формуванню міжпредметних зв’язків та ключових компетентностей (математичної, навчання впродовж життя, підприємливості та ін.), що відповідає цілям сучасної освіти.
Структура роботи. Магістерська робота складається зі вступу, трьох розділів, висновків та списку використаних джерел. 
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Як відомо, навчальна мотивація учнів – це складне особистісне утворення, що визначає їхнє ставлення до навчання та рівень активності в освітньому процесі. Мотивація зумовлює, з яким бажанням і наполегливістю школярі вивчають математику, долають труднощі та досягають успіхів. Безперечно, мотивація не є сталою величиною – вона формується і змінюється під впливом багатьох чинників: пізнавальних інтересів, потреб, емоційних переживань, соціальних очікувань тощо. Дослідники виокремлюють внутрішні та зовнішні мотиви навчання. Внутрішні мотиви пов’язані із самим змістом і процесом діяльності – це цікавість до математики, задоволення від розв’язання задач, прагнення опанувати нові знання. Зовнішні мотиви зумовлені чинниками поза навчальною діяльністю: бажання отримати високу оцінку, похвалу вчителя чи батьків, конкурентне прагнення бути кращим за інших, або ж розуміння необхідності знань для майбутньої кар’єри[1].
Для глибшого розуміння варто розглянути структуру мотивації учнів до вивчення математики (табл. 1.1). Умовно її можна поділити на дві групи компонентів – внутрішні (пізнавальні) та зовнішні (соціальні і утилітарні). Кожна з цих груп відіграє свою роль у спонуканні школярів до навчання, проте саме внутрішня мотивація є ключем до стійкого інтересу й саморозвитку учня.
Як показано в таблиці, внутрішні мотиви пов’язані з пізнавальною потребою учнів: їм цікаво відкривати нові закономірності, логічно мислити, застосовувати математику для пояснення різних явищ. Такі мотиви формують внутрішню позицію учня щодо навчання – коли він учиться не «заради когось чи чогось», а для себе, через щире зацікавлення. Натомість зовнішні мотиви апелюють до обставин поза навчанням – вони можуть стимулювати школяра тимчасово (наприклад, підготуватися до контрольної, щоб отримати гарну оцінку), але часто не забезпечують глибинного засвоєння знань. Не є таємницею, що учні з переважно зовнішньою мотивацією схильні вчити матеріал формально, забуваючи його після перевірки, тоді як внутрішня мотивація веде до більш осмисленого і тривалого навчання.

Таблиця 1.1 – Компоненти навчальної мотивації учнів у математичній освіті
	Внутрішні мотиви (пізнавальні)
	Зовнішні мотиви (соціальні та утилітарні)

	Інтерес до математичних ідей і процесу розв’язання; прагнення до інтелектуального розвитку і самореалізації через математику; переживання задоволення від знаходження рішення складної задачі; бажання зрозуміти логіку та структуру математичних понять.
	Прагнення отримати хорошу оцінку або схвалення вчителя й батьків; конкуренція з однокласниками, бажання бути першим; усвідомлення практичної користі математики для життя чи майбутньої професії (утилітарний мотив); вимоги зовнішніх обставин (іспити, вступ до ЗВО), що спонукають вчити матеріал.



В освітньому процесі обидва види мотивів взаємодіють та доповнюють один одного. На початкових етапах навчання молодшим школярам часто бракує сформованого пізнавального інтересу, тому вчителі спираються на зовнішні стимули – яскраві заохочення, ігрову форму занять, похвалу. Проте в середніх і старших класах завдання педагога полягає в тому, щоб перевести «зовнішні» мотиви у «внутрішні», тобто сформувати в учнів особистісну зацікавленість у математиці. Саме від внутрішньої мотивації значною мірою залежить пізнавальна активність: вмотивований учень проявляє наполегливість у розв’язанні задач, не боїться труднощів, більш відкритий до творчого пошуку рішень[3]. Як зазначають Л.П. Черкаська та О.О. Бариш, залучення різноманітних методів мотивації на уроках математики – від історичних фактів до практичних життєвих ситуацій – здатне значно підвищити інтерес учнів до предмета[49]. Тобто, різні педагогічні прийоми можуть «підживлювати» мотивацію, але найсильнішим чинником залишається усвідомлення учнями корисності та значущості математичних знань.
Одним із ефективних шляхів пробудження такого усвідомлення є показ практичної цінності математики. Коли школяр бачить, як математичні формули і методи допомагають вирішувати реальні проблеми – від побутових обчислень до науково-технічних задач – у нього виникає безпосередній інтерес: математика перестає бути абстрактною грою символів і перетворюється на корисний інструмент. Саме тому в сучасній освітній парадигмі акцент робиться на компетентнісному підході, який передбачає оволодіння учнями уміннями застосовувати знання на практиці. Якщо учень відчуває, що математичні знання знадобляться йому у житті, навчання набуває особистісного сенсу, внутрішня мотивація зростає. Внутрішній інтерес, підкріплений можливістю застосувати математику поза класом, стає потужним рушієм навчальної діяльності. Отже, створення умов для формування в учнів усвідомленого пізнавального інтересу – ключове завдання вчителя. 
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Підвищення пізнавальної активності учнів на уроках математики – одне з центральних завдань сучасної дидактики. Сьогодні є нагальна потреба не просто адаптувати, а й переосмислити традиційні підходи до викладання алгебри, адже класично домінуючі методи часто не забезпечують належного рівня залученості учнів. З одного боку, міцний фундамент знань потребує систематичної роботи і певної алгоритмічної дисципліни, з іншого – одноманітні рутинні вправи викликають у школярів нудьгу та знижують інтерес. Тому педагоги прагнуть урізноманітнити форми і методи навчання, впроваджуючи такі підходи, що роблять процес більш динамічним, інтерактивним і наближеним до життя.
Одним із дієвих засобів пожвавлення уроку є інтерактивні методи навчання. Замість пасивного слухання пояснень учні включаються в активну діяльність: обговорюють задачі в малих групах, беруть участь у математичних дискусіях, іграх, проєктах. Наприклад, застосування технології кооперативного навчання дозволяє об’єднати учнів у команди для спільного розв’язування проблем, що сприяє розвитку навичок співпраці і водночас підвищує залученість кожного. Як свідчать результати досліджень шведських педагогів, коли школярі вчаться розв’язувати математичні задачі в співпраці, їхні результати та вміння аналізувати проблему покращуються, а інтерес до предмета зростає. Ефект зумовлений тим, що колективне обговорення математичних ідей дає можливість кожному висловитися, отримати підтримку однокласників, разом знайти декілька способів розв’язання. Це пробуджує в учнів впевненість і позитивні емоції від навчання.
Ще одним потужним трендом є гейміфікація навчання алгебри. Використання елементів гри – змагань, ребусів, математичних квестів – перетворює складні теми на захопливий виклик. Скажімо, у рамках теми функцій учитель може запропонувати учням ігрове завдання: знайти скарб за допомогою лінійної функції, де рівняння функції задає маршрут на карті. Подібні підходи стимулюють емоційне залучення: навіть слабші учні намагаються виконати гру до кінця, а попутно опановують необхідні математичні операції. Науковці відзначають, що ігрові технології можуть значно підвищити навчальну мотивацію учнів, особливо в середніх класах, оскільки гра природно приваблює увагу дітей[6]. До того ж, елементи змагання (наприклад, вікторини на швидкість розв’язання) пробуджують дух суперництва, який, будучи правильно спрямованим, спонукає школярів краще опанувати матеріал. Головне – дотримати баланс між розвагою і користю, щоби дидактична мета не губилася за грою.
На сьогодні важко уявити активний урок математики без використання цифрових технологій. Комп’ютерні та мобільні застосунки здатні зробити навчання більш наочним і персоналізованим. Безперечно, інструменти на кшталт GeoGebra, Desmos, Padlet, Mathigon, Jamboard, Kahoot тощо відкривають нові можливості для вчителя. По-перше, мультимедійні технології дозволяють візуалізувати абстрактні поняття. Учні можуть побачити графіки функцій у динаміці, побудувати тривимірні моделі, спостерігати геометричні перетворення на екрані[17]. Це особливо корисно при вивченні стереометрії та інших тем, де просторове уявлення грає велику роль[8]. По-друге, цифрові платформи сприяють персоналізації навчання: з їх допомогою легко організувати тренувальні вправи різного рівня складності, щоб кожен учень міг просуватися у своєму темпі. Наприклад, адаптивні тести миттєво показують результат і дають підказки, де припущено помилку, що стимулює учня виправитися і спробувати знову. По-третє, інтернет-ресурси надають доступ до величезного масиву цікавих задач, інтерактивних симуляцій, відео дослідів. Досвід пандемії та воєнного часу показав, що онлайн-інструменти можуть підтримувати безперервність навчання і мотивацію, навіть коли традиційний формат уроків неможливий. О.О. Свєтлова підкреслює, що змішане та дистанційне навчання математики, за умови належної організації, здатне формувати в учнів не менш міцні знання та компетентності, ніж класичне очне навчання. Важливо лише, щоб учитель володів достатнім рівнем цифрової компетентності, адже ефективність застосування інноваційних методів прямо залежить від уміння педагога інтегрувати технології у логіку навчального змісту [41].
Сучасні педагогічні підходи акцентують також міжпредметну інтеграцію та діяльнісний характер навчання. Концепція STEM-освіти закликає поєднувати математику з природничими науками та технологіями, реалізуючи принцип «навчання через відкриття». На уроках алгебри це може виявлятися через проєктні завдання: наприклад, учням пропонується дослідити статистичні дані з біології чи економіки, побудувати математичну модель і зробити висновки. Виконуючи такий міжпредметний проєкт, школярі бачать, як математика допомагає зрозуміти процеси в інших галузях – від росту популяції тварин до коливань валютного курсу[39]. Це формує в них цілісну картину світу і підвищує внутрішню мотивацію: математика постає не ізольованим предметом, а універсальною мовою науки, корисною для розв’язання широкого кола задач. М. Крамаренко, досліджуючи інтеграцію прикладних задач у контексті STEM, відзначає, що такі задачі суттєво підвищують інтерес студентів та учнів, оскільки демонструють зв’язок теорії з практикою і майбутньою професією[28]. У свою чергу Г.Д. Катеринюк у дисертації (2020) показала, що цілеспрямоване формування умінь математичного моделювання у старшокласників через систему міжпредметних задач сприяє розвитку математичного мислення і кращому засвоєнню матеріалу [22].
Таким чином, щоб активізувати пізнавальну діяльність учнів на уроках алгебри, сучасний учитель має вдаватися до комплексу педагогічних технологій: інтерактивних методів, ігрових форм, ІКТ, проєктної та дослідницької роботи. Кожен із підходів, за умови вдумливого використання, може зробити навчання математики більш цікавим і змістовним для школярів. Особливо ж дієвим є привнесення в алгебру практично значущого змісту. 
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Прикладні задачі з алгебри – це завдання, умови яких моделюють реальні ситуації або практичні проблеми, що можуть виникнути в житті, на виробництві, в інших галузях знань. Іншими словами, це математичні задачі “із життя”, де абстрактні числа і формули “оживають” у конкретному контексті. Впровадження таких задач у навчання має на меті подолання розриву між теоретичними знаннями школярів та їхнім умінням застосувати ці знання на практиці. Але крім утилітарної функції, задачі прикладного характеру виконують потужну мотиваційну роль. Скажемо без перебільшення: добре підібрана прикладна задача здатна запалити вогник цікавості до теми навіть у того учня, який раніше вважав алгебру сухою та відірваною від життя.
По-перше, прикладні задачі формують у школярів усвідомлення корисності математичних знань. Коли десятикласник розв’язує, наприклад, задачу про нарахування відсотків на банківський вклад або про розрахунок траєкторії дрона, він розуміє, що формули, які він вивчає, мають пряме прикладне значення. Учень починає сприймати математику як інструмент, що допомагає розібратися в довколишньому світі, приймати рішення, оцінювати кількісні аспекти різних явищ. Як наслідок, зростає внутрішня мотивація до вивчення предмета – адже знання набувають особистого сенсу[11]. Досвід показує, що навіть слабко вмотивовані учні пожвавлюються, зустрічаючи на уроці задачу, яка перекликається з їхнім життям: будь то задачі про спорт, покупки, технології чи актуальні події. Наприклад, у період пандемії викладачі нерідко пропонували задачі, пов’язані зі статистикою захворювань, ростом інфекції, ефективністю вакцин – таким чином учні бачили, як експоненціальний ріст або логістична крива реально проявляються у суспільно важливій проблемі. Наразі, в умовах війни, на уроках математики теж можуть порушуватися прикладні питання, що хвилюють учнів: наприклад, волонтерська допомога (обчислення обсягів вантажів, кошторисів), аналіз статистики економічних втрат чи відновлення інфраструктури. Такі сюжетні задачі не лише роблять урок більш живим, а й виховують громадянські якості, показують учням, що математика – дієвий інструмент для розв’язання реальних проблем суспільства.
По-друге, систематичне розв’язування задач прикладного характеру розвиває в учнів науково-дослідницькі уміння і критичне мислення, що позитивно впливає на загальну результативність навчання. Прикладна задача часто вимагає від учня провести аналіз ситуації, виокремити головні величини, скласти математичну модель (рівняння, функцію, систему), а потім інтерпретувати отриманий розв’язок. Такий багатокроковий процес розв’язування є значно глибшим інтелектуальним тренуванням, ніж механічне відпрацювання шаблонних вправ. За словами А.В. Кокарьової, прикладні задачі виступають дієвим засобом розвитку математичної компетентності старшокласників, оскільки спонукають їх до моделювання та дослідницького пошуку. Учні не просто застосовують готову формулу, а навчаються будувати її під конкретну прикладну ситуацію, перевіряти умови застосування, оцінювати реалістичність отриманого результату. Така діяльність формує вищий рівень математичних умінь – уміння переносити знання в новий контекст, критично оцінювати розв’язки, обґрунтовувати свої рішення. У підсумку підвищуються і результати навчальних досягнень: контрольні іспити, як правило, краще складають ті учні, які тренувалися на різнопланових прикладних задачах, бо вони гнучкіше мислять і не губляться перед нестандартними питаннями[24]. Методи статистичного аналізу підтверджують цю закономірність: зростає середній бал успішності, збільшується частка учнів, які демонструють високий та достатній рівень знань після запровадження системи практично орієнтованих завдань у навчальний процес.
По-третє, прикладні задачі підвищують активність і самостійність школярів на уроці. Замість пасивного відтворення алгоритму, учні опиняються перед невідомою проблемною ситуацією, яка вимагає їхньої ініціативи. Часто така задача не має очевидного шляху розв’язання, і це спонукає до обговорення, висування гіпотез, випробування різних методів. У класі пожвавлюється інтелектуальна дискусія: школярі пропонують ідеї, аргументують, іноді сперечаються щодо правильності моделі. Так виникає той самий дослідницький дух, якого прагнуть досягти педагоги-новатори[12]. О.О. Гриб’юк відзначає, що застосування технологій дослідницького навчання у поєднанні з елементами штучного інтелекту може значно підсилити пізнавальну мотивацію учнів, адже дозволяє їм самим керувати процесом пошуку знань, ставити перед собою малі дослідницькі задачі. Прикладні задачі якраз і є природним полем для таких учнівських досліджень. В результаті учні стають суб’єктами навчання – вони не споживають готові істини, а відкривають їх самостійно, що, безумовно, приносить більше задоволення та користі [10].
Світовий досвід навчання математики також свідчить на користь широкого впровадження прикладних проблем. Ще Л. Леш на початку 1980-х зазначав, що акцент на прикладному розв’язуванні проблем має бути невід’ємною частиною шкільного курсу математики, оскільки він розвиває здатність учнів переносити математичні ідеї в реальні ситуації. Сучасні ж дослідження підтверджують, що використання текстових задач практичного змісту і методів навчання, орієнтованих на проблеми, призводить до підвищення навчальних досягнень. Зокрема, метааналіз 334 наукових робіт, проведений групою американських учених, показав, що спеціальні підходи до навчання розв’язування сюжетних задач (наприклад, навчання схемам моделювання) дають значний приріст успішності учнів у математиці[13]. Такі статистично значущі результати не залишають сумнівів: прикладна спрямованість навчання позитивно впливає і на глибину розуміння матеріалу, і на вміння учнів застосовувати знання.
Нарешті, систематична робота з прикладними задачами пов’язана зі зростанням пізнавального інтересу до математики. Б.Бесєдін та А.Жадан відзначають, що у старшій школі саме задачі прикладного змісту пробуджують інтерес учнів, які раніше були байдужі до точних наук[3]. Адже підлітки прагнуть самостійності і шукають сенс у тому, що вивчають; якщо показати їм, як алгебра допомагає, скажімо, оптимізувати витрати пального для автомобіля чи закодувати інформацію, то математичні абстракції наповнюються для них конкретним змістом. В результаті навіть поза уроками учні починають уважніше дивитися на навколишній світ через “математичну призму”, шукаючи власні приклади застосування вивченого матеріалу. За спостереженнями вчителів-новаторів, клас, який регулярно розв’язує задачі з реальними сюжетами, вирізняється жвавим зацікавленням: учні більше ставлять запитань, частіше ініціюють додаткові дослідження, проявляють творчість у розв’язаннях[2]. Це і є показником справжнього навчального інтересу, коли дитина вчиться із захопленням і готова докладати зусиль добровільно.
Отже, задачі прикладного характеру у курсі алгебри і початків аналізу виступають важливим засобом як мотивації, так і навчання. Вони роблять математику ближчою і зрозумілішою для учнів, формують стійкий інтерес до предмета, розвивають творчі здібності та критичне мислення, зрештою – підвищують якість знань і вмінь школярів. 
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Для ефективного використання прикладних задач у навчанні алгебри важливо розуміти, якими вони бувають, тобто здійснити їх класифікацію. Адже під спільною назвою “прикладні” може ховатися дуже різнорідний спектр завдань – від простих побутових задач до складних міждисциплінарних проблем. Класифікація дає змогу вчителю усвідомлено добирати задачі різних типів залежно від мети уроку і підготовленості учнів[15]. Розглянемо основні підходи до впорядкування прикладних задач.
За змістовою сферою походження виділяють задачі на матеріалі різних галузей знань чи життєвих ситуацій. До найпоширеніших належать: - Задачі з фізичним змістом – пов’язані з явищами природи, технікою, фізичними формулами (наприклад, розрахунок сили струму, траєкторії руху тіла, закони опору матеріалів тощо). Такі задачі часто використовують при вивченні тем “Квадратні рівняння” (траєкторія кинутої кулі – парабола), “Похідна” (закони механіки, оптимізація) тощо. Вони дозволяють продемонструвати єдність математичних і природничих наук. - Задачі з економічним змістом – пов’язані з фінансами, бізнесом, побутовою економікою. Наприклад, розрахунок процентів по кредиту або депозиту, оптимізація прибутку, задачі на купівлю-продаж, знижки, податки[2]. Економічні задачі є дуже актуальними для старшокласників, бо моделюють ситуації, з якими вони стикаються у повсякденному житті або точно зіткнуться у дорослому. - Задачі з інших наук і повсякденного життя: біологічні (моделювання росту популяцій – експоненціальна функція), хімічні (суміші, розчини – системи рівнянь), географічні (масштаби, координати), спортивні (статистика рекордів, турнірні таблиці), технічно-побутові (ремонт, будівництво, дизайн) тощо[11]. Ця категорія дуже широка; по суті, будь-яка життєва ситуація, яку можна описати мовою математики, може стати сюжетом прикладної задачі.
Інший критерій – за дидактичною метою та способом використання: 
Мотиваційні задачі. Їх ставлять на початку вивчення теми, щоби викликати інтерес учнів та показати значущість нового матеріалу. Наприклад, перед введенням поняття логарифма можна запропонувати задачу: “Комп’ютерний вірус щодня множить кількість заражених файлів на 2. За скільки днів кількість файлів перевищить мільйон?” Учні інтуїтивно відчують потребу у зворотній операції до експоненти – логарифмі. Мотиваційні задачі зазвичай не потребують знань формул теми (або потребують мінімум), але підводять до їхнього введення, створюючи проблемну ситуацію. 
Ілюстративні задачі. Такі задачі використовуються під час пояснення нового матеріалу, щоб проілюструвати його застосування. Вони безпосередньо демонструють учням, “навіщо нам ця формула”. Наприклад, одразу після виведення формули похідної вчитель розв’язує задачу на знаходження швидкості змінення об’єму кулі при зростанні радіусу – тим самим показуючи практичний зміст похідної в фізиці[17].
Тренувальні прикладні задачі. Їх пропонують учням для самостійного розв’язування з метою закріплення навички. Вони схожі на стандартні вправи, але сюжетні. Важливо, що такі задачі можуть бути серійними (спочатку простіші, потім складніші) і охоплювати всі типові ситуації використання даного поняття. Наприклад, після вивчення теми “Показникова функція” тренувальні прикладні задачі можуть включати і демографічне зростання, і радіоактивний розпад, і фінансові накопичення – щоб учні застосували формули показникового росту в різних контекстах. 
Творчі, дослідницькі задачі. Це складніші проблеми, часто з надлишковими чи недостатніми даними, що вимагають від учня самостійного моделювання і багатокрокового розв’язання. Вони можуть мати кілька правильних підходів або навіть відкритий кінець. Такі задачі доцільно давати в формі проектних або домашніх досліджень, на математичних гуртках. Наприклад: “Запропонуйте математичну модель для розрахунку оптимального часу освітлення теплиці протягом доби, щоб мінімізувати витрати електроенергії і забезпечити норму світла для рослин”. Очевидно, учні мають залучити знання з біології, фізики, скласти функції споживання, спробувати різні підходи оптимізації – це вже міні-дослідження.
Варто згадати і про класифікацію за ступенем наближеності до реальності: 
· Автентичні прикладні задачі – побудовані на основі реальних даних або ситуацій без суттєвого спрощення. Наприклад, задача про інфляцію може оперувати реальними статистичними показниками, вимагаючи від учня розуміння економічних термінів. Такі задачі найбільш повно моделюють професійні чи життєві проблеми, але іноді бувають надто складними для учнів через свою багатогранність.
· Квазіприкладні задачі – наближені до реальних, але спрощені, пристосовані до шкільних можливостей. У них використовуються ідеалізовані дані або припущення, щоб задача стала розв’язуваною засобами шкільної математики[11]. Більшість задач у підручниках – саме квазіприкладні: ситуація береться з життя, але цифри “круглі”, ускладнювальних чинників немає. Наприклад, замість реальної складної формули розрахунку відсотків використано просту модель на один період. Квазіприкладні задачі відіграють важливу роль на початкових етапах формування вмінь моделювання, адже учні поступово звикають до роботи з сюжетами, не перевантажуючись зайвими труднощами. 
· Міжпредметні задачі-”інтегратори”. Ці задачі поєднують у собі елементи кількох дисциплін (математики + фізики, хімії, біології, географії і т.д.) і вимагають від учня комплексного підходу. Вони можуть розглядатися як окремий тип прикладних задач, оскільки відрізняються високим освітнім потенціалом: крім математичних знань, учні повторюють і застосовують знання з інших предметів, бачать міжпредметні зв’язки. Наприклад, задача: “Обчислити, при якому куті до горизонту слід запустити воду з пожежного шлангу, щоб загасити вогонь на 4-му поверсі будівлі, що знаходиться на відстані 20 м” – інтегрує фізику (закони балістики, тиск води) і геометрію (кут, траєкторія параболи). Міжпредметні задачі особливо корисні для профільних класів (біолого-хімічних, фізико-математичних), де учні можуть оцінити прикладний сенс математики в контексті своєї спеціалізації.
Представлені вище класифікаційні категорії узагальнено в таблиці 2.1. Звісно, межі між видами задач є умовними: одна й та сама задача може бути і мотиваційною, і фізичного змісту одночасно, або й автентичною міжпредметною дослідницькою – усе залежить від кута зору. Проте така систематизація допомагає усвідомити дидактичний інструментарій вчителя: з якими саме задачами він може працювати, і яку роль кожна з них відіграє у навчанні.

Таблиця 2.1  -Основні типи прикладних задач у навчанні алгебри
	Критерій класифікації
	Типи прикладних задач (приклади)
	Характеристики та роль у навчанні

	Змістовна сфера
	- Природничо-наукові (фізичні, біологічні, хімічні);
- Економічні (фінанси, бізнес, статистика);
- Побутово-практичні (повсякденні ситуації, техніка);
- Соціальні та інші (демографія, екологія, спорт тощо).
	Знайомлять учнів із застосуванням математики в різних галузях. Розширюють кругозір, формують міжпредметні зв’язки, демонструють універсальність математичних методів.

	Дидактична мета
	- Мотиваційні (проблемні вступні задачі);
- Ілюстративні (пояснення нового матеріалу);
- Тренувальні (для закріплення навички);
- Творчі, дослідницькі (поглиблені задачі підвищеної складності).
	Забезпечують методично правильне впровадження в урок: від пробудження інтересу до відпрацювання й розвитку умінь. Творчі задачі сприяють формуванню дослідницьких навичок і творчого мислення.

	Ступінь реалістичності
	- Автентичні (реальні дані та ситуації, мінімум спрощень);
- Квазіприкладні (реальний сюжет, але спрощені дані чи модель);
- Інтегровані міжпредметні (містять аспекти інших дисциплін).
	Автентичні задачі найкраще готують до реального застосування математики, але можуть бути складними. Квазіприкладні – оптимальні для шкільної практики, поступово підводять до реальних. Міжпредметні задачі формують цілісність знань, готують до комплексних проблем.



Як видно з таблиці, кожен тип задач виконує свою функцію у формуванні математичних знань учнів. Мотиваційні задачі “запускають” навчальну діяльність, викликаючи інтерес і ставлячи проблему, яку учні прагнуть вирішити за допомогою нових знань. Ілюстративні задачі допомагають глибше зрозуміти сутність теоретичних положень – адже, побачивши формулу “в дії”, школяр краще її усвідомлює і запам’ятовує. Тренувальні прикладні задачі забезпечують осмислене відпрацювання навичок: повторюючи типові операції, учень водночас щоразу програє певну життєву ситуацію, що робить вправу менш формальною і більш усвідомленою. Творчі задачі розвивають ініціативність та гнучкість мислення: вони привчають учня до того, що у відкритій проблемі потрібно самостійно обрати шлях, і що математика – це не лише повторення відомих алгоритмів, а й пошук нового.
Різноманіття змістових напрямів серед прикладних задач збагачує математичну освіту, робить її багатовимірною. Учні бачать, що математичні методи універсальні: і в фізиці, і в економіці, і в спорті знайдеться місце рівнянням, функціям та геометричним формам. Це сприяє глибшому розумінню самих математичних понять, бо вони розглядаються з різних боків. Наприклад, лінійна функція y = kx + b перестає бути просто графіком – в економіці це модель лінійного росту прибутку, у фізиці – залежність шляху від часу при рівномірному русі, у побуті – лінійна пропорція витрат і кількості товару тощо. Такий трансдисциплінарний підхід приводить до кращого засвоєння: учень міцніше запам’ятовує властивості лінійної функції, бо асоціює їх з кількома різними образами із життя.
Отже, класифікація прикладних задач підтверджує: вони не однорідні, а покликані вирішувати різні педагогічні завдання. Усі разом вони створюють той необхідний практичний контекст навчання, якого вимагає компетентнісна освіта. Однак, щоби цей потенціал реалізувати, потрібно грамотно підходити до відбору і побудови прикладних задач у курсі алгебри. Наступний підрозділ присвячений методичним засадам добору та адаптації таких задач до шкільної програми.

[bookmark: _Toc7097]2.2. Методика добору та адаптації прикладних задач до шкільної програми

Добір прикладних задач – творчий і водночас відповідальний процес, від якого залежить успіх усієї методичної системи. Недостатньо просто знайти цікаву задачу з життя; важливо, щоби вона відповідала змісту навчальної програми, рівню підготовки учнів та методичній меті уроку. Існує кілька основних критеріїв, якими слід керуватися вчителю при відборі задач прикладного характеру:
Програмна відповідність і наукова коректність – сюжет задачі має бути пов’язаний із темою, що вивчається, та вимагати для розв’язання саме тих знань, які учні щойно отримали або повторюють. Не варто брати задачу “на випередження”, де потрібні незнайомі формули. Крім того, задача не повинна спотворювати наукові факти: спрощення моделі – допустиме, але воно не повинно вводити в оману щодо реальних явищ[15];
Практична значущість і близькість учням – бажано, щоб ситуація була зрозуміла і цікава самій учнівській аудиторії. Це може бути щось з повсякденного життя підлітків (спорт, ґаджети, музика, соціальні мережі) або суспільно значущі теми, що обговорюються навколо. Якщо учень емоційно відгукується на сюжет, мотиваційний ефект зростає. Як рекомендують Г.П. Бевз та колеги, зміст прикладних задач варто пов’язувати з сучасністю, аби показати актуальність математики[2];
Доступність формулювання і посильність обчислень – умова задачі має бути чіткою, без зайвої інформації (якщо тільки це не задумано для навчання відсіювати надлишкові дані). Обсяг тексту – помірний, щоб не стомлювати учнів читанням. Обчислення або перетворення, потрібні для відповіді, мають відповідати навичкам цього класу. Краще уникати надто складних арифметичних підрахунків, які відволікають від суті. Якщо реальна задача потребує громіздких чисел, доцільно їх адаптувати, округливши або скоротивши пропорційно[15]. Наприклад, реальні популяції бактерій можуть рости на мільйони – у задачі можна взяти менші числа, зберігши динаміку;
Відповідність рівню навчальних досягнень учнів – при відборі задач треба врахувати підготовленість конкретного класу. Те, що підійде для математичного класу, може виявитися заскладним у класі з гуманітарним профілем. Тому до кожної прикладної задачі варто мати “альтернативу” або можливість спростити: наприклад, зменшити кількість питань, дати підказку чи проміжне питання слабшим учням. Диференціація – важлива умова, щоб кожен учень зміг долучитися до роботи над задачею і не втратити мотивацію через непосильність;
Методична доцільність – треба чітко розуміти, яку роль ця задача відіграє у навчанні. Якщо вона мотиваційна – то формулювання має стимулювати запитання, здивування. Якщо тренувальна – має типово відображати потрібний навик. Небажано давати просто “цікаві задачі” без прив’язки до теми: учні, можливо, із задоволенням їх розв’яжуть, але не побачать зв’язку з уроком і з математикою, яку вивчають зараз[20]. Тому кожна задача повинна працювати на загальну дидактичну мету уроку.
Джерелами прикладних задач можуть бути підручники і посібники, але часто вчителю доводиться самостійно шукати або складати такі задачі. Один із підходів – черпати сюжети з реального оточення учнів. Наприклад, якщо школа знаходиться в аграрному регіоні, можна придумати задачі про врожайність, дозування добрив, роботу сільгосптехніки (це інтеграція з біологією, географією). В міському середовищі – задачі про транспорт, тарифи, статистику забруднення повітря. Головне – бути спостережливим: цікава ситуація для задачі може ховатися в новинах, у побуті, у розмові самих дітей. Не зайвим буде залучати і самих учнів: давати їм творчі завдання вигадати прикладну задачу з певної теми. Така діяльність ще більше зміцнює зв’язок учня з математикою, бо він відчуває себе творцем задачі.
Окремо слід сказати про адаптацію реальних даних. Коли береться ситуація з життя, часто вона містить багато параметрів, які важко врахувати, або які виходять за межі курсу математики. Методика навчання рекомендує спрощувати такі ситуації до рівня “навчальної моделі”[15]. Це може означати: 
· знехтувати другорядними чинниками (наприклад, опором повітря в механіці, інфляцією в економічних розрахунках); 
· округлити значення (щоб, скажімо, вийшло ціле число років, кілометрів, гривень); 
· уввести додаткові припущення, які роблять задачу однозначною.
Важливо пояснювати учням такі спрощення, аби вони розуміли різницю між моделлю та реальністю. Це теж цінний навчальний момент: школярі усвідомлюють, що математика оперує моделями, і модель може бути точнішою або грубішою. Наприклад, розв’язуючи задачу про зростання населення міста, можна сказати: “Припустимо, що щороку населення збільшується на сталий відсоток і жодні міграції не впливають” – таким чином, ми свідомо спрощуємо реальність для побудови математичної моделі (показниковий закон). Учні повинні розуміти, що в реальності щорічний приріст не строго сталий, але наша модель все одно корисна для приблизних оцінок[25].
Методика добору передбачає також варіативність задач. Добре, коли в запасі вчителя є кілька різних прикладних задач на ту саму тему – це дозволяє обрати оптимальну під конкретний клас або навіть дати різним групам учнів різні задачі (диференціація). Наприклад, для теми “Квадратні рівняння” можна заготовити: задачу фізичного змісту (про кидок м’яча, де виникає квадратичне рівняння для висоти), задачу геометричну (про розміри прямокутника відомої площі), економічну (про прибуток підприємства, який моделюється квадратним тричленом)[15]. Потім залежно від ситуації обрати ту, що викличе більше відгуку.
Потрібно також згадати про використання готових джерел. У наш час з’являється багато збірників і статей, присвячених прикладним задачам з математики. Наприклад, О.П. Королюк (2024) у своєму посібнику систематизувала прикладні задачі в міжгалузевому курсі STEM для майбутніх учителів [27]. І. Колєбанова та А. Прус (2023) запропонували добірку задач прикладної спрямованості для вивчення показникової та логарифмічної функцій, орієнтуючись на ідеї НУШ. Ці та інші джерела можуть стати чудовою підмогою для практикуючого вчителя. Важливо лише адаптувати, відібрати з них те, що співзвучне вашому класу. Крім того, є онлайн-платформи, де вчителі діляться авторськими задачами (наприклад, спільноти на освітніх сайтах, професійні блоги). Таким чином, сьогодні методична скарбничка прикладних задач активно поповнюється, і вчитель має можливість обмінюватися знахідками з колегами, що значно полегшує добір матеріалу [24].
[bookmark: Xe3c1c6edd45ff789de8f3de2c9073f355f87c10][bookmark: content][bookmark: Xd753de925895cd692e8e589dad51888becffafe]При впровадженні наведених задач в уроки математики варто пам’ятати про поступове ускладнення та адаптацію під рівень учнів. Спочатку в кожному класі краще давати більш прості сюжети, знайомі дітям, з поступовим переходом до складніших і багатокрокових. На уроці слід дотримуватися алгоритму математичного моделювання: уважно проаналізувати умову (що відомо, що потрібно знайти), скласти математичну модель (рівняння, нерівність, формулу), розв’язати її, а тоді обов’язково проінтерпретувати результат. Учитель має заохочувати учнів перевіряти реалістичність отриманих відповідей (наприклад, якщо в задачі про вклад розрахували  років, обговорити, що це 8 років і кілька місяців, і чи відповідає це очікуванням). Важливо також варіювати форми роботи: деякі прості задачі можна розв’язувати колективно на етапі мотивації або пояснення нового матеріалу, типові – давати для самостійної практики, а найбільш творчі – пропонувати в проектах або домашніх дослідженнях. Наведені приклади охоплюють різні теми й типи задач (від побутових до наукових), що дозволяє підтримувати інтерес широкого кола учнів. Використовуючи їх, учитель формує в учнів стійку установку: математика живе навколо нас, і кожне нове поняття, яке вони вивчають, має своє місце в розв’язуванні реальних проблем. Це є ключем до підвищення мотивації і якості знань з алгебри у школярів.
На завершення підпункту слід наголосити: якість прикладної задачі визначається її виховним і освітнім ефектом. Добре продумана задача не лише “підтягне” математику, а й навчить учня чомусь більшому: ощадливості (через задачі про гроші), екологічної свідомості (через задачі про забруднення), логічної культури (через необхідність будувати модель). Тому, добираючи задачі, вчитель фактично планує вплив на особистість школяра. Це велика відповідальність і водночас велика можливість зробити уроки математики не тільки корисними, а й змістовними в широкому сенсі.

[bookmark: _Toc30127]2.3. Організація роботи з прикладними задачами на уроках та в позаурочній діяльності

Правильна організація роботи з прикладними задачами визначає, наскільки повно вони розкриють свій потенціал у навчальному процесі. Потрібно вирішити, на яких етапах уроку і яким чином залучати такі задачі, як керувати діяльністю учнів під час їх розв’язування, а також як продовжити роботу над практичними проблемами поза межами уроку (в гуртках, проєктах). Розглянемо ці питання детальніше.
На уроці алгебри прикладні задачі можуть використовуватися на різних етапах:
Етап мотивації та актуалізації знань. На самому початку уроку, після оголошення теми, вчитель пропонує коротку прикладну задачу або проблемну ситуацію, що створює пізнавальну потребу у новому матеріалі. Цю задачу можна обговорити усно, знайти, що заважає її розв’язати з поточними знаннями – і таким чином вийти на тему уроку. Наприклад, перед вивченням теми “Похідна і екстремуми функції” доцільно запитати: “Як інженеру знайти оптимальні розміри коробки заданого об’єму, щоб мінімізувати витрати картону?” Учні висувають ідеї, але без поняття похідної їм важко; таким чином виникає мотив вивчити новий інструмент[17]. Мотиваційна задача на початку уроку дисциплінує учнів, відразу залучає їх до роботи і показує прикладну значущість теми.
Етап пояснення нового матеріалу. Після введення нових понять чи формул учитель розв’язує 1–2 прикладні задачі разом із класом, щоб ілюструвати алгоритм застосування знань. Тут доцільно обрати типові задачі середньої складності, які чітко демонструють практичну користь вивченого. Учитель може залучати учнів до обговорення: питає, як скласти модель, який отримали результат, чи реалістичний він. Таким чином новий матеріал закріплюється не тільки теоретично, але й практично, що підвищує якість розуміння. Наприклад, пояснюючи метод розв’язування показникових рівнянь, одразу варто розв’язати задачу про радіоактивний розпад із конкретними даними – це покаже учням, що метод не абстрактний, а реально потрібний для таких розрахунків.
Етап закріплення (виконання вправ). Саме тут припадає більшість прикладних задач. Учні можуть працювати самостійно, в парах або групах, розв’язуючи запропоновані сюжетні завдання. Вчитель в цей час консультує, спрямовує, за потреби диференціює завдання (сильнішим – більш відкриті задачі, тим, хто відстає – більш структуровані). Важливо налагодити обговорення: після розв’язання хоча б одну-дві задачі варто розібрати фронтально, запросити учнів поділитися підходами, результатами. Це збагачує спільний досвід класу: учні бачать різні шляхи, вчаться оцінювати розв’язки. Також корисно на цьому етапі обговорити реалістичність отриманих результатів. Наприклад, якщо у задачі про банк вийшло, що вклад через 5 років збільшиться в 10 разів, виникає привід запитати: “Чи бувають такі відсотки реально? Якщо ні, то які припущення в моделі не виконуються?” Цей аналіз допомагає формувати критичне мислення та розуміння меж застосування математичних моделей.
Етап контролю та оцінювання. Прикладні задачі можна успішно використовувати й для перевірки знань – у контрольних роботах, тестах, заліках. Звичайно, контрольні завдання мають бути чітко сформульовані і відповідати рівню засвоєних умінь. Кількість прикладних задач у контрольній залежить від практики: іноді дають один блок або розділ контрольної роботи з прикладними задачами. Це стимулює учнів не лише запам’ятати формули, а й зрозуміти їхній сенс, бо інакше задачу не вирішити. За результатами міжнародного дослідження PISA, учні, які звикли розв’язувати сюжетні задачі, демонструють кращі уміння застосовувати математику і менш стресують перед нестандартними питаннями. Таким чином, включення прикладних задач до контролю – це не тільки перевірка, а й сигнал для учнів, що школа цінує вміння думати, а не лише рахувати.
Щоб робота з прикладними задачами на уроці була продуктивною, варто використовувати чіткий алгоритм розв’язування і привчати учнів його дотримуватися[21]. Цей алгоритм можна формулювати як послідовність етапів (рис. 2.1):
Аналіз умови задачі (постановка проблеми). Учень уважно читає текст, з’ясовує змістовний контекст: про що йдеться, які величини згадані, що треба знайти. На цьому кроці корисно, щоб учень переказав задачу своїми словами, виділив відомі і невідомі величини, сформулював проблему мовою предметної області. Наприклад: “маємо фізичний процес – падіння тіла, треба знайти час падіння з висоти…”.
Математична модель. Учень переводить умову на мову математики: вводить змінні (позначає невідомі величини символами), записує умови задачі у вигляді рівнянь, нерівностей, формул. Власне, відбувається побудова математичної моделі. Іноді цей етап найскладніший, тут школяр застосовує знання з алгебри, щоб зв’язати величини рівнянням. 
Розв’язання моделі. Учень виконує перетворення отриманих математичних виразів, обчислює значення, знаходить шукані змінні – словом, вирішує побудовану задачу методами математики. Цей етап практично нічим не відрізняється від розв’язування звичайної “сухої” задачі: формули, обчислення, отримання числового результату або виразу. 
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Рисунок 2.1 – Етапи розв’язування прикладної задачі (математичного моделювання)
Інтерпретація та перевірка результату. Учень повертається від абстрактного рішення до реальної ситуації: переводить отриману відповідь назад в контекст задачі, тлумачить її зміст. Тут важливо дати відповідь саме на поставлене питання прикладної задачі (в одиницях виміру, з поясненням). Також учень має оцінити, чи результат фізично/логічно реалістичний і чи не зробив він десь помилки. Наприклад: “отриманий час падіння t дорівнює приблизно 2,3 с. Це схоже на правду для висоти біля 26 м (близько 8 поверхів)? Так, цілком. Отже, відповідь: t - 2,3 секунди”. Якщо результат явно нереалістичний (наприклад, негативний час, або маса вийшла більша за відому масу Землі), значить у моделі чи обчисленнях була помилка, і слід повернутися на попередні етапи.
Такий поетапний метод привчає учнів до структурованого мислення при вирішенні прикладних проблем[21]. Учитель може прямо на уроці, на дошці або слайді, відобразити цей алгоритм і при розборі задач питати: “Який це етап? А що далі?”. З часом учні самі починають дотримуватися порядку: спершу подумати про зміст (а не кидатися відразу щось рахувати), потім записати модель, обчислити, і лише потім видавати відповідь. Застосування такого алгоритму – одна з важливих дидактичних умов успішного навчання на прикладних задачах, що підтверджено досвідом експериментального навчання.
Окрім роботи на уроках, прикладні задачі можна і треба виносити за межі класу – у позаурочну діяльність. Це дозволяє поглибити досвід учнів, дати їм більш складні і цікаві проблеми, на які на уроці може бракувати часу. Форми такої діяльності різноманітні:
· Математичні гуртки. У межах факультативних занять або гуртка з математики можна розв’язувати нестандартні прикладні задачі, проводити міні-дослідження. Наприклад, гуртківці можуть займатися математичним моделюванням реальних даних: аналізувати статистику погоди за десятиліття, моделювати тренди. На гуртку час не обмежений жорстко 45 хв, тож можна зануритися глибше, використати комп’ютер, запросити консультанта з іншої галузі (скажімо, інженера, економіста). Така міждисциплінарна робота розширює світогляд учнів і мотивує їх до самостійного вивчення математики.

· Проєктна діяльність. Учні можуть виконувати проєкти з прикладним нахилом – індивідуально або в групах. Наприклад, проєкт “Домашня метеостанція”: учні збирають дані про температуру повітря щодня, будують графіки, прогнозують тренди за допомогою функцій. Або “Міні-бізнес”: моделюють прибуток умовної компанії при різних стратегіях, складають функцію, шукають максимум (тут застосування похідної). Проєкти презентуються, обговорюються – це тренує ще й комунікативні навички і вміння аргументувати, тобто ключові компетентності НУШ. Результати проєктів можуть бути вражаючими: учні часто перевершують очікування, коли їм дають свободу творчості. 
· Конкурси та турніри з прикладної математики. В останні роки набирають популярності заходи, де учням пропонують саме прикладні проблеми. Наприклад, всеукраїнський конкурс “Математика і життя” або змагання з фінансової грамотності. Учні повинні продемонструвати, як вони застосують математику для розв’язання поставленого кейсу. Підготовка до таких конкурсів мотивує підлітків вчитися додатково, розширювати свої знання поза програмою[21][22]. Участь у змаганнях також розвиває стресостійкість і впевненість, адже треба розв’язувати задачі у часовому обмеженні, перед журі. 
· Тематичні тижні, екскурсії. Традиція проведення предметних тижнів математики може бути наповнена новим змістом: влаштувати виставку учнівських проектів, брейн-ринг з прикладних задач, квести по школі, де задачі прив’язані до реальних об’єктів (спортивний зал, їдальня – з їхніми параметрами у задачах). Можна організувати екскурсію на виробництво або в наукову установу, де показати, як працює математика на практиці. Наприклад, похід на локальну метеостанцію з демонстрацією, як ведуться обчислення, а потім розв’язування навчальних задач за її даними. Такі заходи залишають глибокі враження і часто стають поворотними моментами в формуванні інтересу до точних наук.
Організовуючи позакласну роботу, важливо, щоб вона доповнювала і підсилювала те, що відбувається на уроках. Тобто, щоб учні могли перенести досвід, набутий у проекті чи гуртку, на розв’язування задач на уроках (і навпаки). Тоді навчання набуває цілісності, а мотивація учнів підживлюється з різних боків.
Не можна не згадати і про роль учителя в усій цій організації. Використання прикладних задач вимагає від педагога більшої підготовки: треба продумати сюжети, можливі запитання учнів, самому орієнтуватися в різних галузях знань. Тому сучасний учитель математики має постійно підвищувати свою кваліфікацію, зокрема й у напрямку міждисциплінарних знань та цифрових навичок. Міністерство освіти і науки України та освітні платформи (наприклад, “Всеосвіта”, “На Урок”) нині пропонують чимало вебінарів, курсів, матеріалів щодо впровадження STEM, дистанційних технологій, нових освітніх стандартів. Учитель, який активно запроваджує прикладні задачі, фактично стає агентом змін, тому має йти в ногу з реформами (Концепція НУШ, нові стандарти 2020 і 2024 років).
Підсумовуючи, зазначимо: ефективна організація роботи з прикладними задачами охоплює весь цикл – від чітко спланованого використання їх на уроці (на різних етапах з дотриманням методики) до розширення діяльності учнів у позаурочний час (проекти, гуртки, конкурси). Лише системний, продуманий підхід дозволяє повністю реалізувати той потужний мотиваційний і розвивальний потенціал, який закладено у практично орієнтованих задачах. 
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Побудова повноцінної системи прикладних задач для курсу алгебри і початків аналізу потребує не механічного добору окремих сюжетів, а опори на концептуальну рамку, здатну об’єднати різні математичні теми у єдину структурну лінію. Саме тому робота над комплектами була спрямована на формування цілісної моделі, де кожен елемент підпорядкований загальній логіці розвитку мислення учня. У центрі цієї моделі — розуміння прикладної задачі не як ілюстрації, а як інструменту, що структурує спосіб мислення школяра, формує уміння бачити залежності, установлювати співвідношення, інтерпретувати результат у реальному середовищі.
Перший концептуальний орієнтир ґрунтується на положенні, яке представлено у працях Бевза: формування моделювальної компетентності можливе лише за умови послідовної роботи з різноманітними контекстами, коли задачі не повторюють одна одну, а поступово розкривають нові аспекти математичного апарату [2, с.47]. Власне тому в основу комплектів покладено ідею багатошаровості: кожен тематичний блок містить завдання різного масштабу складності, але пов’язані між собою внутрішньою логікою. Такі завдання здійснюють рух від простих лінійних залежностей до складних функціональних процесів, де математичний інструмент не випереджає змістовий контекст, а вбудовується у нього.
Другий концептуальний орієнтир пов’язаний із міжпредметністю. Зауваження Микитенко та Галицького демонструють, що практика ізольованого викладу математичного матеріалу втрачає свій потенціал у сучасних умовах, оскільки реальні процеси не мають чітких дисциплінарних меж [11, с.38]. Тому в межах комплектів розглядається не формальна адаптація задач під програму, а створення системи, яка дозволяє учневі відчути природні зв’язки між математикою та іншими сферами — екологічною, економічною, технічною, соціальною. Усі теми — від лінійних рівнянь до похідної — мають власний природний “етюд”, через який вони постають у реальному світі. Саме таке поєднання формування абстрактних понять із їхнім сенсоконструктивним підґрунтям підсилює спроможність учня сприймати алгебру як інструмент пізнання, а не як ізольовану систему формул.
Наступний орієнтир виникає з потреби забезпечити внутрішню послідовність навчального процесу. Різні теми алгебри нерідко сприймаються учнями як фрагменти: кожен розділ починається “з нуля” і завершується набором вправ, що слабо співвідноситься з попереднім матеріалом. Комплекти прикладних задач руйнують цю фрагментарність. Усі завдання побудовані на постійному поверненні до вже відомих структур, але через інший контекст. Наприклад, лінійні моделі, які застосовуються для руху у 7 класі, повертаються через новий зміст у фінансових розрахунках 8 класу та у задачах на визначення точки беззбитковості у 9 класі. Такий спосіб побудови матеріалу створює ефект “спіральності”, про який у методичній літературі писала Рябець, наголошуючи на необхідності циклічного поглиблення математичних понять [15, с.129]. Так формується стійке відчуття математичного простору, у якому кожне поняття має власну траєкторію розвитку.
Окреме місце у концепції комплектів займає принцип адекватності віковим особливостям. Аналіз психолого-педагогічних досліджень свідчить, що для учнів середньої та старшої школи важлива не лише доступність завдання, а й його внутрішня “дорослість”. Задача має викликати інтелектуальну напругу, але в той самий час не руйнувати емоційне сприйняття математичного матеріалу. Саме тому у комплекті для 7 класу домінують побутові сюжети з легкими числовими моделями, а в комплектах 9–11 класів використовуються технічні, фізичні та економічні контексти, у яких учень працює не лише з числовими даними, а й з обґрунтуванням змісту моделі. Це співвідноситься з думкою Новікової про необхідність адаптації завдань до вікової картини світу школяра [3, с.74].
Принцип диференційованої варіативності став наступним концептуальним елементом. Кожний сюжет комплекту подається у кількох версіях: базовій, розширеній та дослідницькій. У такий спосіб створюється можливість для вчителя регулювати “градус” складності відповідно до навчальної групи, а для учня — обирати той рівень глибини, який є для нього найпродуктивнішим. Така варіативність дозволяє уникати ситуації, коли один текст задачі стає або занадто простим, або надмірно перевантаженим.
У структурі комплектів важливою є присутність методичних коментарів. Вони не зводяться до порад “як розв’язати”, а спрямовані на вчителя як організатора змістового процесу. Коментар стосується не технічного боку задачі, а того способу, у який формується мислення учня: де поставити акцент, яку дискусію ініціювати, на що звернути увагу при інтерпретації результату. Така форма відповідає рекомендаціям Бардуса про необхідність поєднання методичного та змістового рівнів викладання [24, с.19].
З огляду на це концептуальна модель комплектів не є набором завдань — вона функціонує як системний інструмент для вчителя. Вона задає структуру уроку, визначає змістове навантаження кожного етапу і формує логічний зв’язок між математикою та досвідом учня. Послідовність, міжпредметність, варіативність, аналітичність — ці чотири опори забезпечують стійкість навчального процесу та гарантують, що прикладні задачі виконуватимуть не декоративну роль, а справжню функцію дидактичного ядра.

[bookmark: _Toc23947]3.2. Структура та зміст розроблених комплектів прикладних задач

Побудова комплектів ґрунтувалася на ідеї висхідної лінії розвитку математичного мислення. Кожний навчальний рік у 7–11 класах має власну домінанту: лінійні моделі, квадратні залежності, нерівності та функціональні зв’язки, прогресії, показникові й логарифмічні процеси, диференціювання та інтегрування. Типологія прикладних задач, висвітлена у другому розділі, дозволила структурувати зміст комплектів так, щоб кожен клас отримував суголосні завдання трьох рівнів: мотиваційні, ілюстративні та дослідницькі.
[bookmark: _Toc12876][bookmark: клас-лінійні-рівняння-вирази-пропорції]7 клас (лінійні рівняння, вирази, пропорції)
Задача 7.1 (вартість покупки). У магазині 1 кг яблук коштує 25 грн, а 1 кг груш – 30 грн. Скільки гривень заплатить покупець за  кілограмів яблук і 2 кг груш? Чи вистачить йому 100 грн на цю покупку?
Цю задачу доцільно використати на початку теми про вирази та формули. Учні складають вираз для загальної вартості:  (грн). Для відповіді на друге запитання потрібно порівняти цей вираз із 100. Учитель може поставити додаткове запитання: при якому значенні  вартість покупки дорівнює 100 грн? Таким чином вводиться поняття рівняння: . Задача близька життєвому досвіду семикласників, тому добре мотивує вивчення буквених виразів. В ході обговорення варто наголосити на одиницях виміру (гривні, кілограми) і перевірити реалістичність результату (якщо , вартість 85 грн, якщо  – 110 грн, отже 100 грн вистачить лише при  кг яблук). Учні бачать, що складений вираз дозволяє легко робити різні оцінки.
Задача 7.2 (проста пропорція, рецепт). Для приготування фарби змішують пігмент і розчинник у співвідношенні 2:5 (за об’ємом). Скільки літрів розчинника потрібно взяти на 4 л пігменту?
Ця задача є типовою на відпрацювання вмінь складати пропорції. Вона може бути використана як тренувальна вправа після введення поняття відношення і пропорції. Учням пропонується самостійно знайти невідоме за правилом пропорції: . Методично корисно попросити кількох учнів пояснити різні способи міркування: через складання рівності  і її розв’язання, або шляхом зведення до одиниці (на 1 л пігменту – 2.5 л розчинника, отже на 4 л –  л). В результаті учні отримають  (л). Важливо обговорити, чи має відповідь сенс: розчинника потрібно в рази більше, ніж пігмент, що логічно при співвідношенні 2:5. Така задача привчає уважно читати умову і виділяти ключові дані, тренує навички роботи з простими дробами.
Задача 7.3 (задача на рух). Турист проїхав на велосипеді 3 години зі швидкістю 12 км/год, а потім ще  годин зі швидкістю 8 км/год. Складіть вираз для загальної відстані, яку він подолав. Обчисліть цю відстань при  год. Чи зміниться результат, якщо турист другу частину шляху проїде зі швидкістю 10 км/год?
 Ця задача ілюструє застосування лінійних виразів та формули  (шлях = швидкість  час). Вона може бути використана як ілюстративна під час вивчення теми про складання виразів або як тренувальна вправа. Учні повинні записати відстань двома доданками:  (км). Підставляючи , отримуємо  км. Додаткове запитання спонукає учнів проаналізувати вплив зміни швидкості: якщо замість 8 км/год взяти 10 км/год, вираз стане . При тому ж часі  відстань буде  км, тобто більша. Учитель може обговорити з учнями, чому результат зрозумілий інтуїтивно (бо швидкість більша) і як це відображається у виразі. Методично корисно наголосити, що така модель руху є спрощеною (швидкість вважалась сталою на кожному відрізку) – це підводить до поняття математичної моделі.
Задача 7.4 (задача на суміші, пропорції). Є 500 г суміші горіхів і сухофруктів, у якій 40% маси становлять горіхи, а решта – сухофрукти. Скільки грамів сухофруктів у цій суміші? Скільки кілограмів горіхів міститься у 20 кг такої суміші?
 Ця задача тренує обчислення з відсотками і переводить абстрактні 40% у конкретні числа. Перший підпункт учні можуть розв’язати усно: 40% від 500 г – це  г горіхів, отже сухофруктів  г. Другий підпункт ускладнює ситуацію: тепер загальна маса 20 кг (тобто 20 000 г), з яких 40% – горіхи. Учитель може запропонувати учням різні способи: пропорцією  або переведенням результату першої частини на новий масштаб (в 40 разів більше суміші – в 40 разів більше горіхів:  г = 8 кг). Методично важливо показати, що відсоткова задача зводиться до лінійної пропорції. Такі сюжети тісно пов’язані з реальним життям (компоненти сумішей, рецепти), тому викликають зацікавленість. Учитель має впевнитись, що учні правильно перевели одиниці (грами в кілограми) і усвідомили масштаб: 20 кг – це багато, тому 8 кг горіхів – реалістична частка (40%).
Задача 7.5 (задача на рівняння, вік). Сума років батька і сина дорівнює 50. Батько старший за сина на 30 років. Скільки років кожному?
 Це класична текстова задача на складання лінійних рівнянь (система двох рівнянь). В залежності від підготовки класу її можна запропонувати двома способами. Сильнішим учням – як задачу на складання системи: нехай вік сина , тоді вік батька ; за умовою батько старший: . Розв’язавши, отримуємо  (синові 10 років, батьку 40). Для менш підготовлених можна запропонувати розв’язувати підбором або в одну дію: «Якщо батько на 30 років старший, то різниця у віці постійна. Отже, коли син народився, батьку було 30. Тепер разом 50, значить сину 10, батьку 40». Методично важливо навчити учнів переводити текст умови на математичні вирази: суму років – на , різницю – на . Після знаходження рішення варто повернутися до умови і перевірити:  (виконується) і  (виконується), отже, відповідь правильна. Ця задача формує навички моделювання життєвої ситуації за допомогою рівнянь і може бути використана для закріплення або контролю вмінь розв’язувати системи лінійних рівнянь.
 У 7 класі доцільно використовувати невеликі прикладні задачі на кожному уроці для ілюстрації понять. Наприклад, вводячи від’ємні числа, можна обговорити температуру: “Вночі було -3°C, вдень стало +5°C. На скільки градусів піднялася температура?” – учні застосують різницю чисел. При вивченні координатної прямої – задачу про відстань між будинками на вулиці (модуль різниці координат). Такі короткі приклади роблять абстрактні поняття зрозумілішими. Учитель має наголосити, що в реальних умовах величини можуть бути від’ємними (виграш-програш, доход-борг тощо) і це нормально моделюється математикою.
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Задача 8.1 (на степені та наукову нотацію). Відстань від Землі до Місяця приблизно  км, а від Землі до Сонця – приблизно  км. У скільки разів відстань до Сонця більша за відстань до Місяця? Запишіть відповідь у вигляді числа у стандартному вигляді (науковій нотації).
Ця задача пропонується під час вивчення степеня 10 (чисел у стандартному вигляді) та дій з такими числами. Учні повинні скласти відношення двох відстаней: . Обчислення зручно проводити, розділивши на коефіцієнти і на степені:  та . Отже, відстань більша приблизно в  разів, тобто в ~391 раз. Учитель може акцентувати увагу, що відповідь теж доцільно подати у стандартному вигляді: . Методично важливо навчити учнів коректно працювати з наближеними значеннями і порядками величин. Після отримання результату доцільно обговорити, чи є він реалістичним: Сонце набагато далі від нас, ніж Місяць, отже сотні разів – це очікувано. Ця задача інтегрує знання з астрономії, показує застосування степенів числа 10 при роботі з дуже великими відстанями.
Задача 8.2 (геометрична із квадратним рівнянням). Прямокутна клумба має площу 96 м². Її довжина на 4 м більша за ширину. Знайдіть довжину і ширину клумби.
Ця задача є типовим прикладом на складання квадратного рівняння за геометричною ситуацією. Вона підходить для етапу закріплення навичок розв’язування квадратних рівнянь. Нехай ширина клумби  м, тоді довжина  м. Площа . Складаємо рівняння: . Розкриваючи дужки, отримуємо квадратне рівняння . Розв’язавши його (наприклад, через дискримінант), знаходимо  (друге рішення  відкидається як негативна довжина). Таким чином, ширина 8 м, довжина  м. Учитель має звернути увагу учнів на відкидання від’ємного кореня – важливий момент інтерпретації результату у контексті прикладної задачі. Після знаходження розв’язку доцільно підставити значення назад в умову:  м², все сходиться. Ця задача демонструє зв’язок алгебри з геометрією: реальна геометрична проблема (визначення сторін за площею) зводиться до алгебраїчного рівняння. Методично корисно попросити учнів намалювати схему клумби з підписаними сторонами – візуалізація допомагає зрозуміти залежності між величинами.
Задача 8.3 (задача на рух із системою рівнянь). Моторний човен плив 2 години за течією річки і 3 години проти течії. Швидкість течії становить 2 км/год. Власна швидкість човна (у стоячій воді) –  км/год. Яку відстань подолав човен за ці 5 годин? Скільки кілометрів він проплив за течією, якщо відомо, що загальна пройдена відстань склала 40 км?
 Цей приклад охоплює дві ситуації руху і веде до системи рівнянь. На першому етапі (без додаткових даних) учні записують вирази для відстаней: за течією човен рухався зі швидкістю  (км/год), тому пройшов  км; проти течії – зі швидкістю , пройшов  км. Загальний шлях: . Цей вираз можна спростити:  (км). Методично тут корисно обговорити, чому від течії віднімаємо швидкість в одному випадку і додаємо в іншому, та що означає отриманий лінійний вираз. Далі вводиться додаткова умова:  км. Учні отримують рівняння , звідки ,  км/год. Знайшовши власну швидкість човна, підставляють назад для обчислення окремих відстаней: за течією  км, проти –  км (перевірка: сума 40). Навіть якщо учні розв’язали систему іншим способом, важливо проінтерпретувати числовий результат: за течією пройдено ~20.8 км, проти ~19.2 км, що логічно (за течією пройшли трохи більше через більшу швидкість). Така задача є хорошим тренуванням складання систем рівнянь і моделювання складеної ситуації руху. Учитель може використати її для роботи в групах: одній групі доручити знайти вираз для загальної відстані, іншій – розв’язати рівняння з числовими даними, після чого обмінятися результатами.
Задача 8.4 (фінансова задача на відсотки, лінійне рівняння). Банк пропонує депозитний вклад під 12% річних (простих процентів). Учень поклав на рахунок 2000 грн. Якою буде сума на його рахунку через  років? Скільки років потрібно тримати вклад, щоб отримати 1000 грн чистого прибутку?
Ця задача демонструє застосування формул з відсотками. Спочатку учні записують загальну формулу простого відсоткового нарощення: , де  грн,  (12%). Спрощуючи, отримують  (грн). Це лінійна функція від часу . Учитель може наголосити, що зростання суми є лінійним при простих відсотках і пояснити різницю з складними відсотками (де була б експонента). Для другого питання задача зводиться до рівняння  (оскільки 1000 грн прибутку означає суму 3000 грн). Розв’язавши, отримуємо  року. Обговорюємо з учнями: 4.17 року – це 4 роки і приблизно 2 місяці. Методично цікаво запитати, чи можна отримати ці 1000 грн раніше, якщо використовувати інший банк або іншу відсоткову ставку – це стимулює пізнавальний інтерес і міжпредметні зв’язки (економічна грамотність). Таку задачу доцільно запропонувати як тренувальну при вивченні теми пропорцій чи лінійних рівнянь, або як приклад практичного використання функції .
Задача 8.5 (статистична задача – робота з даними). Наведено середньодобову температуру повітря в місті за тиждень (у °C): пн +3, вт +5, ср +2, чт 0, пт -1, сб +1, нд +4. ) Обчисліть середню температуру за будні дні цього тижня (пн–пт)) Обчисліть середню температуру за весь тиждень. \nв) У сусідньому місті середня температура за тиждень виявилася +2°C. Порівняйте, де було тепліше.
 Цей приклад привчає учнів опрацьовувати табличні дані та обчислювати середні величини. Задачу можна використати на інтегрованому уроці математики і географії чи природознавства або як приклад компетентнісного завдання. Учні сумують відповідні температури і ділять на кількість днів: середня за будні ; середня за тиждень . Обговорюється, що середня величина може бути дробовою, навіть якщо всі дані цілі. Пункт (в) вимагає навички інтерпретації: потрібно порівняти 2.0°C і 2°C – вони майже однакові, можна сказати, що тиждень був однаково теплим. Учитель має наголосити, що середня температура згладжує коливання: хоча в окремі дні були плюсові і мінусові значення, загалом тиждень був близько +2°C. Методично ця задача корисна для демонстрації практичного змісту середнього арифметичного і вчить критично оцінювати отримані результати (наприклад, якщо б у сусідньому місті було -2°C, висновок змінився б на протилежний). Такі завдання розвивають статистичну грамотність учнів і показують прикладне значення математичної обробки даних.
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Задача 9.1 (фізична задача на квадратну функцію). Тіло кинуте вертикально вгору з початковою швидкістю 20 м/с. Його висота через  секунд описується формулою  (м). ) За скільки секунд після кидка тіло досягне максимальної висоти? Чому дорівнює ця максимальна висота? \nб) Через який час після кидка тіло впаде назад на землю (тобто )?
Цей сюжет моделюється квадратичною функцією й ілюструє поняття параболи, екстремуму та коренів квадратного тричлена. Задача може бути використана в кілька етапів: пункт (а) – при вивченні властивостей квадратичної функції (знаходження координат вершини параболи), пункт (б) – при розв’язуванні квадратних рівнянь. Учні мають зрозуміти, що максимальна висота досягається у вершині параболи . Координата вершини за формулою : тут , , тому час  с. Висота при цьому  м. Далі, для знаходження часу падіння, треба розв’язати рівняння . Воно розкладається як , звідки  (початковий момент) або  с – час, коли тіло повернулося на землю. Учитель має звернути увагу на одиниці виміру і сенс отриманих чисел: 2 секунди – вершина траєкторії, 4 секунди – повний політ. Методично варто запитати, чому в рівнянні було два розв’язки (початок і кінець польоту) і чому обидва мають зміст у фізичній моделі. Учням корисно побачити, як абстрактна математика (парабола ) описує реальний процес та дозволяє відповісти на практичні питання (коли і як високо підніметься об’єкт). Цю задачу можна доповнити обговоренням: що зміниться у формулі, якщо початкова швидкість буде іншою, або якщо врахувати опір повітря (що у шкільному курсі не робиться, але цікаво з точки зору моделювання спрощень).
Задача 9.2 (економічна задача на нерівність). Підприємець планує відкрити кафе і розраховує початкові витрати. Оренда приміщення коштує 20 тис. грн на місяць, обладнання – 50 тис. грн (одноразово), інші щомісячні витрати – 15 тис. грн. Запланована виручка – 40 тис. грн на місяць) Складіть нерівність, яка виражає умову прибутковості бізнесу (виручка перевищує сумарні витрати) Розв’яжіть цю нерівність та поясніть економічний зміст отриманого результату.
Ця задача демонструє використання лінійних нерівностей у фінансових розрахунках і може бути запропонована як проблемне завдання на початку вивчення теми “Нерівності”. Учні повинні зрозуміти структуру витрат: 50 тис. – одноразово (амортизацію можна врахувати як фіксовану суму), щомісячно – 20 + 15 = 35 тис. грн. Нехай  – кількість місяців роботи. Тоді загальні витрати за  місяців:  (тис. грн), а доходи –  (тис. грн). Умова прибутковості: . Розв’язуючи нерівність, отримуємо , тобто , звідси  місяців. Економічний зміст: менш ніж за 10 місяців підприємець не окупить початкові витрати, а починаючи з 11-го місяця бізнес стане прибутковим. Учитель може запитати, що відбудеться при  (виручка рівно покриє витрати, нульовий прибуток). Методично важливо підкреслити, що нерівність описує цілий інтервал значень, а не єдине число: прибутковість досягається після певного порогу. Учні також вчаться інтерпретувати отриманий результат: не просто «», а «прибуток буде, якщо працювати більше 10 місяців». Така задача близька до реального бізнес-планування, що підвищує вмотивованість вивчення нерівностей. Можна обговорити, як змінилася б нерівність при інших цифрах (наприклад, більша оренда чи менша виручка) – це розвиває варіативне мислення.
Задача 9.3 (система рівнянь, змішування розчинів). Маємо два розчини кислоти: 5%-й і 12%-й. Їх змішали, отримавши 10 л розчину міцністю 8%. Скільки літрів кожного з початкових розчинів взяли?
 Це класична задача на суміші, яка оформлюється системою лінійних рівнянь. Вона добре підходить для відпрацювання розв’язування систем на практичному матеріалі. Нехай  л – об’єм 5% розчину,  л – об’єм 12% розчину. Складаємо систему: за об’ємом  (л), за кількістю чистої кислоти . Друге рівняння після спрощення: . Для зручності можна помножити на 100: . Розв’язавши систему (наприклад, методом підстановки: , підставляємо: , тобто , звідки ,  л), отримуємо  л,  л. Бажано дати відповідь з точністю до десятих: 5.7 л і 4.3 л. Учні можуть перевірити: сумарно 10 л, середня концентрація між 5% і 12% ближча до 8%, що логічно, бо взяли більше слабкого розчину. Методично ця задача корисна для розвитку навичок округлення та перевірки: підставивши назад,  (ок, з урахуванням похибки). Учитель може обговорити, що в реальності таку точність відмірювання літрів до мілілітра не завжди можливо досягти, але математична модель дозволяє теоретично знайти пропорції. Також варто зазначити, що задачу можна було розв’язати й без рівнянь, методом підбору або «відсоткової пропорції», але алгебраїчний метод є універсальним і зручним.
Задача 9.4 (числові послідовності, фінанси). Учень відклав із стипендії 100 грн у січні, 120 грн у лютому, 140 грн у березні, і так далі – кожного місяця на 20 грн більше, ніж попереднього. ) Скільки гривень він відкладе у грудні цього ж року? \nб) Скільки всього грошей накопичить за рік (12 місяців)?
Цей приклад моделює реальну ситуацію за допомогою арифметичної прогресії. Завдання доречно запропонувати при вивченні теми “Числові послідовності” або “Арифметична прогресія”. У послідовності відкладених сум перший член , різниця . Пункт (а) вимагає знайти 12-й член прогресії:  грн. Отже, в грудні відкладено 320 грн. Пункт (б) – знаходження суми 12 членів:  грн. Учитель має підкреслити практичний зміст отриманих чисел: останній місяць року учень відклав значну суму, майже втричі більшу, ніж на початку; за рік зібралося 2520 грн – цілком відчутний результат. Методично корисно запитати: чи завжди зручно так рахувати вручну? Це підводить до думки, що формули прогресій значно спрощують обчислення. Також можна обговорити, що це спрощена модель заощаджень (не враховано відсотки банку, інфляцію тощо), але для приблизної оцінки вона підходить. Така задача пов’язує алгебру з фінансовою грамотністю: учні бачать, як планування регулярних накопичень утворює арифметичну прогресію, і можуть спрогнозувати свій бюджет.
Задача 9.5 (геометричні послідовності, приріст населення). Населення малого містечка становило 10 000 осіб. Щорічно кількість жителів зростає на 5% (за рахунок народжуваності та переїзду). ) Запишіть формулу, що задає кількість мешканців через  років) Скільки приблизно людей буде в містечку через 10 років? \nв) Через скільки років населення перевищить 15 000 осіб?
Ця задача вводить учнів у поняття геометричної прогресії (експоненційного росту) на прикладі демографії. Вона може бути використана як мотиваційна перед вивченням показникової функції (або геометричної прогресії) в старших класах, але основи можна закласти і в 9 класі при вивченні відсотків. Учні виводять формулу: кожен рік населення множиться на . Отже, через  років: . Далі (б) для : . Учитель може запропонувати оцінити це наближено:  (можна поетапно: 5 років ~1.28, 10 років ~1.28² ≈ 1.63). Відповідно,  осіб. Для (в) потрібно розв’язати нерівність: . Поділивши на 10000: . Тут учні можуть підібрати  методом інтервалів або логарифмів (якщо вже знайомі): . Тобто приблизно через 9 років населення перевищить 15 тисяч. Методично важливо обговорити, що на практиці 8.31 року – це 8 років і кілька місяців, тож перевищення станеться десь протягом 9-го року. Ця задача розвиває відчуття складного відсоткового росту і підкреслює, що процеси з постійним відносним приростом приводять до нелінійного (прискореного) зростання. Учитель може навести історичний чи актуальний приклад демографії або економіки, де спостерігається такий ефект, що підвищить інтерес учнів і покаже значущість математичного прогнозування.
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Задача 10.1 (мотиваційна, показникова та логарифм). Комп’ютерний вірус щодня подвоює кількість заражених файлів на диску. Спочатку заражено 1 файл. ) Складіть формулу, яка виражає кількість заражених файлів через  днів) Скільки днів потрібно, щоб кількість заражених файлів перевищила 1 000 000?
Ця задача слугує прекрасною мотивацією до вивчення показникової та логарифмічної функцій. Пункт (а) доволі простий: учні виводять, що кожен день кількість множиться на 2, отже після  днів буде  (файлів). Пункт (б) потребує знайти , при якому . Без знання логарифмів учні можуть спробувати підбором (що займе багато кроків), або згадати, що , тому . Звідси приблизно за 20 днів вірус здолає мільйонний рубіж. Точніше, можна скористатися логарифмом: , тобто за 20 днів вже точно перевищить. Учитель, використовуючи цей приклад, підводить учнів до необхідності оберненої до показникової операції – логарифмування. Методично варто створити проблемну ситуацію: “Підбором довго, давайте введемо нове поняття – логарифм, щоб знаходити такі  прямо”. Ця задача також допомагає учням усвідомити силу експоненціального росту (вірусного поширення): спочатку росте повільно, а за три тижні вже мільйон уражень. У сучасних реаліях (поширення інформації, епідемії) такий приклад є дуже актуальним і зрозумілим для старшокласників.
Задача 10.2 (фінанси, показникова функція). Батьки відкрили на ім’я дитини депозит у 50 000 грн під 8% річних з капіталізацією (складні відсотки). ) Складіть формулу для обчислення суми депозиту через  років) Якою буде сума на рахунку через 5 років? \nв) Через скільки років сума подвоїться?
 Ця задача продовжує тему складного відсоткового зростання (показникова функція) і актуалізує навички роботи з формулами фінансової математики. У пункті (а) учні запишуть формулу складних відсотків: . В пункті (б) достатньо підставити : . Учитель може запропонувати обчислити наближено:  (можна поетапно: , , і помножити ще на 1.08). Таким чином,  грн (приблизно). Пункт (в) потребує розв’язання рівняння . Після скорочення: . Учні можуть знайти  логарифмуванням:  років (точніше ~9.006, тож фактично 10 років, щоб напевно більше подвоїлося). Методично доцільно обговорити, що при складних відсотках сума зростає не лінійно, а все швидше з часом (ефект “відсотки на відсотки”). Цей приклад можна використовувати і як самостійну роботу, і для проектної діяльності (наприклад, учні можуть дослідити, при яких відсотках вклад подвоюється за заданий час – т.зв. “правило 72” в фінансах). Реалістичність сюжету (накопичення на майбутнє дитини) викликає особистий інтерес учнів, а числові результати вражають: за ~9–10 років гроші подвояться без додаткових внесків. Учитель може поставити питання: “А що буде через 20 років? 30?” – щоб учні самостійно оцінили потенціал довгострокових інвестицій, застосовуючи отриману формулу.
Задача 10.3 (логарифми в інших науках – шкала звуку). Рівень гучності звуку в децибелах (дБ) визначається за формулою , де  – інтенсивність звуку,  – порогова інтенсивність (мінімальна, що чує вухо). ) У скільки разів інтенсивність звуку, що має рівень 50 дБ, більша за порогову? \nб) Рівень шуму від поїзда – 90 дБ, а від розмови – 60 дБ. У скільки разів інтенсивність шуму поїзда більша за інтенсивність звуку розмови?
Ця задача допомагає учням побачити застосування логарифмів у фізиці та техніці. Рекомендується після ознайомлення з властивостями логарифмів, як нетривіальний приклад. В пункті (а) потрібно розв’язати , звідки . Це означає . Отже, звук 50 дБ має інтенсивність у 100000 разів більшу за поріг чутності (це, до речі, гучність звичайної розмови). В пункті (б) різниця рівнів 30 дБ відповідає відношенню інтенсивностей:  разів. Учням може бути складно самостійно прийти до цієї формули різниці логарифмів, тому вчитель повинен допомогти: , . Віднявши друге рівняння з першого: , отже , тобто . Методично важливо звернути увагу, що логарифмічні шкали (децибел, шкала землетрусів Ріхтера, шкала кислотності pH) переводять мультиплікативні зміни у лінійні, тому різниця у 30 дБ – це тисячаразова різниця в інтенсивності. Учні часто дивуються таким числам, що викликає цікавість і розуміння: без логарифмів було б важко оперувати настільки різними величинами. Цю задачу можна доповнити обговоренням: наприклад, що 0 дБ – це ; 120 дБ – поріг болю (це  разів інтенсивніше порогу чутності!). Такі приклади підкреслюють цінність математики для опису явищ, з якими ми стикаємося (звук, шум), і показують учням, що формули з логарифмами реально застосовуються поза підручником.
Задача 10.4 (тригонометрія в геометрії). Висота телевежі становить 180 м. Відстань від основи вежі до точки спостереження – 300 м. Під яким кутом до горизонту потрібно підняти погляд, щоб побачити верхівку вежі? (Припустимо, що очі спостерігача знаходяться на рівні землі).
Ця задача – приклад застосування тригонометричних функцій (тангенса) для вимірювання кутів і відстаней. Її можна використати як тренувальну після введення означень тригонометричних відношень. Учні повинні уявити прямокутний трикутник: протилежний катет – 180 м (висота вежі), прилеглий катет – 300 м (горизонтальна відстань). Кут при землі шукається за тангенсом: . Визначивши  (з довідника чи калькулятора), отримуємо . Учні можуть самостійно здогадатися, що 0.6 – це  (насправді , ). Методично важливо навчити їх користуватися інструментами: таблицею Брадіса або функціями калькулятора. Після отримання відповіді варто запитати: “Як зміниться кут, якщо відійти далі від вежі? а якщо ближче?” – це стимулює якісне розуміння залежності (далі – кут менший). Учитель може також наголосити, що на практиці висоту об’єкта можна обчислити, вимірявши відстань і кут підняття погляду – так свого часу знаходили висоти гір, будівель тощо. Цей приклад пов’язує шкільну тригонометрію з реальними інженерно-геодезичними задачами. Для учнів, які цікавляться, можна згадати, що тут застосовано спрощення: земна поверхня вважається рівниною, а очі – на рівні землі, але принцип залишається той самий.
Задача 10.5 (тригонометрія і періодичні процеси). Тривалість світлового дня (кількість годин від сходу до заходу сонця) в певному місті протягом року змінюється за приблизною формулою: , де  – день року (рахуючи від 1 січня), а  – кількість світлих годин. ) Скільки годин триває день 21 червня (172-й день року)? \nб) На які дні припадають найдовший і найкоротший дні в році згідно моделі?
 Цей сюжет доволі складний і призначений для роботи з обдарованими учнями або в рамках проекту. Він демонструє приклад моделювання природного процесу за допомогою гармонічної функції (синусоїди). Формула задана, учням треба лише підставляти та аналізувати. У пункті (а) підставляємо : . Обчислювати точно значення синуса не обов’язково – можна оцінити, знаючи, що 21 червня – день літнього сонцестояння, коли синус у моделі має набувати максимуму 1. Отже, очікуємо  годин (у дійсності в середніх широтах ~16 год). Пункт (б) вимагає знайти максимум і мінімум функції . Максимум досягається, коли  = 1, тобто аргумент . Найменший додатний розв’язок:  (днів), але практичніше розуміти, що максимум припадає на літнє сонцестояння (близько 21 червня, ), а мінімум – на зимове (близько 21 грудня,  або 10 якщо рахувати від нового року, що еквівалентно 355-му дню попереднього року). Учитель може не вимагати суворих обчислень, а натомість обговорити зміст моделі: 81-й день (близько 22 березня) – весняне рівнодення ( год), потім синус збільшується до максимуму (червень ~16 год), потім спадає до мінімуму (грудень ~8 год) і знову піднімається. Методично цей приклад показує силу математичного моделювання: складну періодичну зміну можна задати однією формулою. Він інтегрує знання з географії/астрономії (поняття про сонцестояння, рівнодення) і розвиває навички роботи з тригонометричними функціями та їх графіками. Використовувати цю задачу можна в рамках факультативу або як демонстрацію на уроці, коли розглядається поняття періоду, амплітуди синусоїди.
Задача 10.6 (комбінаторика, актуальна побутова). Для реєстрації на сайті потрібно вигадати пароль – послідовність із 6 символів, де можуть бути латинські літери (26 можливих) або цифри (10 можливих). ) Скільки всього різних паролів можна створити за цим правилом? \nб) Адміністрація сайту вимагає, щоб у паролі обов’язково була хоча б одна цифра. Скільки варіантів паролів задовольняють цю вимогу? \nв) Користувач хоче встановити надійний унікальний пароль. Оцініть, скільки спроб підбору (перебору) усіх можливих варіантів знадобиться зловмиснику, щоб гарантовано знайти цей пароль (врахуйте відповідь (б)).
Ця задача – приклад комбінаторики в повсякденному житті (кількість можливих паролів). Її доцільно розглядати наприкінці 10 класу або в 11 класі при вивченні елементів комбінаторики і теорії ймовірностей. У пункті (а) учні обчислюють просте комбінаторне множення: на кожен із 6 символів є 36 варіантів (26 літер + 10 цифр), отже всього  різних паролів. Пункт (б) – класична задача на правило доповнення: спочатку рахуємо без обмежень , потім віднімаємо паролі без жодної цифри (тобто всі символи – літери): . Отримуємо кількість “валідних” паролів: . Пункт (в) більш прикладний: треба оцінити масштаб отриманого числа. Учні можуть підставити:  (трохи більше 2 мільярдів),  (308 мільйонів). Різниця – близько  можливих паролів з цифрами. Тобто зловмиснику, щоб гарантовано зламати пароль, в гіршому випадку доведеться перебрати майже 2 мільярди варіантів. Учитель може поставити питання: “Скільки часу це займе, якщо перевіряти, скажімо, 1000 паролів за секунду?” – учні оцінять ~2 млн секунд, тобто ≈23 дні безперервного перебору. Така ілюстрація мотивує використовувати довші паролі. Методично задача дозволяє повторити правила комбінаторики (добутку, доповнення) на цікавому матеріалі, а також практикує вміння оцінювати величезні числа. Її можна використати для групової роботи: один колектив працює над (а) і (б), інший досліджує (в) та готує висновок про надійність пароля. Так учні не тільки рахують абстрактні сполуки і перестановки, а й розуміють, як це знання допомагає в сфері кібербезпеки.
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Задача 11.1 (оптимізація, похідна). Маємо лист картону розміром 40 см на 30 см. З нього вирізають квадратні кутики та складають відкриту коробку (без кришки) із квадратним дном. Якого розміру кутики потрібно вирізати, щоб об’єм коробки був максимальним?
Це класична оптимізаційна задача, що розв’язується за допомогою похідної. Її бажано запропонувати після пояснення правила знаходження екстремумів функції, як практичну ілюстрацію математичних підходів в інженерному проектуванні. Нехай сторона вирізаного квадратика –  см. Тоді розміри основи коробки будуть  см на  см, а висота коробки –  см (після загинання бортів). Об’єм як функція від : . Учні повинні розуміти область допустимих значень:  (бо більш ніж 15 см не можна відрізати, інакше основа стане від’ємною). Для знаходження максимуму об’єму обчислюємо похідну  і прирівнюємо її до нуля. Розкривши дужки: . Далі . Розв’язавши квадратне рівняння  (можна поділити на 4: ), знаходимо корені. Дискримінант: . Корені: . Один корінь  см, другий  см (другий виходить за межі області, бо більше 15 см). Отже, оптимально вирізати квадрат зі стороною ~5.7 см. Учитель має запропонувати учням обчислити при цьому об’єм:  см³. Методично важливо проаналізувати, чи цей екстремум – максимум: можна взяти, наприклад,  та  і пересвідчитися, що об’єм менший. З фізичної точки зору учні можуть уявити, що занадто малі бортики – низька коробка, занадто великі – мала основа, тому десь посередині є оптимум. Ця задача є чудовим прикладом, як диференціальне числення допомагає вирішувати практичні задачі конструювання. Її можна ускладнити варіантом: “Як зміниться відповідь, якщо вихідний лист картону квадратний або іншого розміру?” – учні зрозуміють загальний принцип (оптимальний  у відсотках від менших розмірів основи тощо). Розв’язання задачі потребує акуратності в алгебраїчних перетвореннях і в інтерпретації результату (відкидання зайвого кореня, одиниці – см, наводнення результату до практичного).
Задача 11.2 (прикладна задача на похідну в фізиці). Об’єм кулі залежить від радіуса за формулою . Радіус кулі збільшується в часі зі швидкістю 0.2 м/с (наприклад, надувають повітряну кульку). З якою швидкістю збільшується об’єм кулі в той момент, коли радіус дорівнює 1 м?
 Ця задача привчає учнів використовувати похідну для дослідження швидкості зміни однієї величини через іншу. Подається вона після засвоєння правил диференціювання та як ілюстрація практичного змісту похідної (на уроці або у формі домашньої роботи-проекту). Учні повинні знайти похідну , яка дає швидкість зміни об’єму при зміні радіуса. Але радіус сам змінюється в часі, тому за правилом ланцюга: . Підставляючи: . При  м:  (м³/с). Отже, об’єм зростає приблизно на  м³ за секунду в той момент. Учителю варто звернути увагу учнів, що отримане значення – миттєва швидкість збільшення об’єму при  (якщо радіус = 1 м і зростає далі). Якщо радіус стане більшим, швидкість об’ємного росту ще збільшиться (бо формула  квадратично залежить від ). Методично цей приклад корисний для розуміння похідної як темпу зміни. Учні бачать, що зростання однієї величини може прискорювати зростання іншої – концепція, важлива в багатьох науках (фізика, хімія – реакції, біологія – зростання популяцій). Для зацікавлення можна поставити питання: “А якщо б радіус зростав зі змінною швидкістю, скажімо, залежною від часу? Чи могли б ми тоді теж порахувати ?” – учні зрозуміють, що так, але формула була б складнішою (правило ланцюга з функцією ). Цей приклад підсилює міжпредметні зв’язки з фізикою (кінематика розширення сфери) і закріплює навички диференціювання складених функцій.
Задача 11.3 (прикладна задача на інтеграл). Швидкість автомобіля змінюється протягом часу за законом:  (м/с), де  вимірюється в секундах. Знайдіть шлях, який проїде автомобіль за перші 5 секунд руху.
 Цей приклад безпосередньо демонструє фізичний зміст визначеного інтеграла як пройденого шляху при змінній швидкості. Його варто використати, коли вводиться визначений інтеграл або на заключному етапі вивчення теми “Інтеграл”, щоб показати практичність цього поняття. Знаходимо шлях як інтеграл від швидкості: . Учні обчислюють первісну: . Далі підставляють межі:  м. Отже, за 5 с автомобіль проїде 75 метрів. Учитель має пояснити, що якби швидкість була постійною, достатньо було б помножити . Але тут швидкість лінійно зростає з часом, тому потрібно “підсумувати” пробіг на малих проміжках часу – саме це робить інтеграл. Методично важливо показати учням графічну інтерпретацію: графік  – пряма, а шукана відстань – це площа трапеції під нею від 0 до 5. Учні можуть перевірити результат геометрично: середня швидкість за цей час  м/с, помножити на 5 с – отримаємо ті ж 75 м. Це є ілюстрацією інтеграла як площі під кривою. Така задача встановлює міцний зв’язок з фізикою (кінематикою). Додатково можна запитати: “А як знайти шлях за перші 10 секунд? За будь-які  секунд?” – учні складуть загальну формулу , що відповідає первісній. Цей підхід тренує їх в умінні будувати первісну і користуватися означенням інтеграла. Задача може бути використана на уроці, в самостійній або контрольній роботі, оскільки є базовою і показовою.
Задача 11.4 (геометрична задача на інтеграл). Дана функція . Осью  і прямими  та  вона обмежує деяку фігуру на координатній площині. Знайдіть площу цієї фігури.
Ця задача демонструє обчислення площ криволінійних трапецій за допомогою інтегралів. Вона підходить при закріпленні теми інтеграла, коли учні вже вміють знаходити первісні і працювати з межами інтегрування. Спершу потрібно зрозуміти, що за фігура задана: парабола  перетинає вісь  при , тобто . На відрізку  парабола лежить над віссю Ox (оскільки в точках -1,0,1,2 значення  будуть 4,5,4,1 – всі невід’ємні). Отже, площа фігури обчислюється інтегралом: . Учні беруть первісну: . Обчислюючи: . Перший дужки: . Другий: . Різниця: . Отже, площа дорівнює 12 квадратних одиниць. Учитель може запитати учнів, чому вийшло ціле число (в даному випадку це збіг). Методично потрібно пояснити, що оскільки крива була вище осі Ox на цьому проміжку, ми просто інтегрували її рівняння. Якби частина фігури лежала під віссю, треба було б брати модуль або розбивати область – це теж варто згадати для повноти. Цю задачу можна пов’язати з геометрією: запропонуйте учням намалювати ескіз параболи і зазначених прямих – вони побачать трапецію з кривим верхом. Для перевірки вчитель може розбити область на прості частини: від -1 до 2 парабола – це майже повна “шапочка” над осью, але точний обчислити площу без інтеграла складно, тож учні переконуються в силі аналізу. Такий приклад формує розуміння, що інтеграл має широкий спектр застосувань (розрахунок площі нерегулярних областей, що часто виникає в прикладній геометрії, архітектурі, інженерії).
Задача 11.5 (імовірність, статистика). У коробці лежать 5 червоних, 3 синіх та 2 зелених маркери (усього 10). Навмання виймають 3 маркери. ) Яка ймовірність того, що всі витягнуті маркери будуть різного кольору? \nб) Яка ймовірність витягнути 2 червоних і 1 синій маркер? \nв) Скільки маркерів кожного кольору очікується в середньому, якщо здійснювати таку трикратну вибірку багато разів?
 Ця задача інтегрує комбінаторику та ймовірність, привчаючи учнів до обчислення ймовірностей випадкових подій на основі підрахунку сприятливих випадків. Вона підійде для 11 класу (тема елементів теорії ймовірностей і математичної статистики). Пояснення: всього способів обрати 3 маркери з 10: . (а) Сприятливі випадки: вибрати по одному маркеру кожного кольору. Кількість таких наборів:  червоних *  синіх *  зелених = 5 * 3 * 2 = 30. Ймовірність:  (25%). (б) Сприятливі випадки: 2 червоних із 5 і 1 синій із 3. Комбінаторно: . Ймовірність:  (також 25%). Учні можуть здивуватися, що обидві ймовірності однакові – це цікавий випадок, вартий обговорення. Учитель може запитати: “Чому шанси отримати три різнокольорові такі ж, як шанси отримати 2 червоних і 1 синій?” – це підведе до думки про симетрії або просто покаже, що різні події можуть мати рівні ймовірності. (в) В середньому з 3 маркерів можна очікувати пропорції відповідно до їх частки в коробці: червоних , синіх , зелених . Зрозуміло, не можна витягти 1.5 маркера, але у великій кількості спроб в середньому 50% витягнутих – червоні, 30% – сині, 20% – зелені. Методично цей пункт знайомить учнів з поняттям математичного сподівання у простій формі (через частки). Учитель може додатково пояснити, що це якби ми багато разів витягували по 3 маркери і кожного разу записували результат, то середні значення прийдуть до 1.5, 0.9, 0.6 відповідно. Така задача комплексна: пункти (а) і (б) відпрацьовують комбінаторику ймовірностей, пункт (в) – містить елемент статистичного мислення. Її можна використати на узагальнюючому уроці або як частину контрольної роботи для профільного рівня. Важливо, щоб учні не лише рахували формули, а й осмислили ситуацію: наприклад, перевірили, що ймовірності (а) і (б) однакові, а всі можливі взаємовиключні випадки (3 червоних; 2 черв. + 1 синій; 2 черв. + 1 зелений; 2 сині + 1 черв.; 2 сині + 1 зелений; 2 зелені + 1 черв.; 2 зелені + 1 синій; 1 кожного кольору) в сумі дадуть 1. Такі дискусії розвивають глибше розуміння теорії ймовірностей.
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Спираючись на теоретичні напрацювання та досвід експериментального навчання, пропонуємо такі методичні рекомендації для вчителів математика щодо ефективного впровадження системи прикладних задач у курс алгебри і початків аналізу:
 Включайте прикладні задачі до кожної теми курсу, а не епізодично. Найкраще – запланувати заздалегідь, які прикладні сюжети будуть опрацьовані в межах теми, і розподілити їх за уроками. Наприклад, у темі “Квадратні функції” можна вирішити задачі: про балістику (парабола траєкторії), про економічний прибуток (квадратична функція), про оптимізацію форми (геометрія). Важливо, щоби прикладні задачі не залишалися на кінець, “якщо залишиться час”, а були органічною частиною плану уроку. Для цього корисно у календарно-тематичному плануванні відвести спеціальні графи або помітки, які задачі вводяться і де. Така системність гарантує, що учні постійно тренуються в застосуванні знань, а не фрагментарно.
Навчайте учнів працювати з прикладними задачами поетапно: аналіз тексту – введення змінних – складання рівнянь – розв’язання – перевірка результату[21]. Постійно нагадуйте і застосовуйте цей алгоритм, особливо на перших порах. Можна зробити пам’ятку або плакат з цими кроками і тримати на видному місці. Коли учні звикають до структури, вони вже автоматично підходять до задач впевненіше і не втрачаються в сюжеті. Також заохочуйте їх перевіряти реальність відповіді: це привчає мислити критично і не задовольнятися абсурдним результатом тільки тому, що “так вийшло на калькуляторі”.
 Урізноманітнюйте прикладні задачі за змістом і формою[15]. Не обмежуйтесь лише задачами з фізики чи лише побутовими – добирайте сюжети з різних галузей, аби кожен учень знайшов щось близьке. Практика показала: дівчат більше мотивують соціальні, екологічні теми, хлопців – техніка і спорт (хоч бувають і винятки). Тому міксуйте: сьогодні задача про природу, завтра – про автомобілі, післязавтра – про статистику COVID-19 тощо. Так само чергуйте за складністю: поряд із глибокими дослідницькими задачами давайте короткі прикладні вправи для відпрацювання. Такий різноплановий підхід підтримує стійкий інтерес, не дає ефекту насичення одним і тим же.
Обов’язково враховуйте підготовку і нахили конкретного класу при формулюванні задач[15]. Якщо клас слабший – не перевантажуйте надмірно складними контекстами, почніть з простіших, майже “іграшкових” сюжетів, поступово ускладнюючи. Для сильного профільного класу можна і навпаки – давати виклик, відкриту задачу без готового рецепту. В межах одного класу застосовуйте диференціацію: наприклад, під час практики підготуйте 2–3 варіанти задач (основний і ускладнений). Сильнішим цікаво буде розв’язати більше даних чи знайти оптимум, тоді як слабші розв’яжуть базову версію задачі. У підсумку всі відчують посильний успіх, ніхто не занудьгує і не впаде у відчай.
Багато прикладних задач краще сприймаються, якщо додати візуалізацію – малюнок, графік, схему. Використовуйте графічні можливості: кресліть графіки функцій, показуйте діаграми, фото об’єктів задачі. Наприклад, задача про траєкторію польоту – добре б показати зображення цієї траєкторії, бажано динамічне (тут допоможе комп’ютер). Мультимедіа пожвавлює сприйняття: учні краще розуміють умову, коли бачать її “в дії”[23]. У наш час це нескладно – існують готові анімації, симуляції (той же GeoGebra дозволяє відтворити багато фізичних процесів). До того ж, наочність допомагає подолати бар’єр страху перед текстом: зображення структурує інформацію і учню легше виокремити, про що мова.
Рекомендуємо встановити контакт з учителями фізики, економіки, географії та інших предметів. По-перше, вони можуть підказати цікаві сюжети з своїх галузей, де школярам знадобилась би математика. По-друге, можна проводити спільні уроки або проєкти. Наприклад, урок-дует математики і біології: математичне моделювання росту популяції кроликів (біолог пояснює зміст, математик – метод). Учні дуже позитивно реагують на такі інтегровані заходи, бо бачать єдину картину замість розрізнених предметів. До того ж, це відповідає духу концепції STEM та освіти для сталого розвитку. Співпраця з колегами полегшить і вам підготовку задач – адже разом завжди народжується більше ідей.
Застосовуйте сучасні технології не лише для демонстрації, а й для організації роботи учнів. Наприклад, дайте учням завдання знайти в інтернеті дані для прикладної задачі: статистику населення, котировки валют, результати олімпіади тощо, і на уроці використати їх для розрахунку. Так діти навчаться добувати й аналізувати інформацію – важлива навичка у цифрову еру. Можна проводити онлайн-тести чи веб-квести з прикладним ухилом. Залучайте мобільні додатки: є програми для фінансових розрахунків, для астрономії – це робить процес інтерактивним. Особливо актуально у змішаному/дистанційному навчанні: на платформах (Google Classroom, МійКлас) легко вмонтувати практичні задачі і навіть перевірку з автоматичним зворотним зв’язком. Пам’ятаймо, що сучасні учні – цифрове покоління, і говорити з ними мовою технологій – значить краще достукатися до їхніх інтересів.
Створюйте можливості для учнів проявити себе поза уроком. Організуйте конкурс прикладних задач: запропонуйте учням самим скласти цікаву задачу і обмінятися для розв’язання – повірте, вони здивують вас креативністю. Проводьте математичні турніри, де команди отримують реальну проблемну ситуацію і мають знайти розв’язок з поясненням. Залучайте школярів до участі в науково-практичних конференціях, Малій академії наук з власними дослідженнями, що потребують математики. Наприклад, тема МАН: “Математичний аналіз сімейного бюджету і оптимізація витрат” – учень і дослідження зробить, і сім’ї користь. Такі заходи підсилюють мотивацію: учень відчуває гордість за свої уміння, бачить, що математика реально допомагає йому створити щось нове. До того ж, позакласна діяльність формує навички самоосвіти і командної роботи.
Адміністраціям шкіл та методичним об’єднанням варто заохочувати вчителів до впровадження прикладних задач. Проведіть семінари, майстер-класи, де вчителі, які вже пробували цю методику, поділяться своїми знахідками. Можливо, створіть банк прикладних задач на рівні школи чи району: кожен додає свої задачі – всі користуються. Організуйте взаємовідвідування уроків з акцентом на практичну спрямованість. Така колегіальність збагатить усіх і зніме частково страх перед новим. Як показав наш експеримент, педагоги були спершу стривожені додатковим навантаженням, але потім, побачивши захоплення учнів і покращення результатів, самі отримали професійне задоволення. Тому важливо підтримати вчителів на старті, можливо, методично (готовими матеріалами), морально, і навіть матеріально (преміювати за успішні нововведення).
Прикладна спрямованість – це не просто добра воля вчителя, а вимога часу, відображена в офіційних документах. Державний стандарт базової і профільної середньої освіти наголошує на компетентностях і умінні застосувати знання[24]. Типові програми 2017 і 2025 років включають практико-орієнтовані результати навчання з математики. Тому, впроваджуючи прикладні задачі, ви виконуєте ці вимоги і готуєте учнів до форматів оцінювання на кшталт PISA, ЗНО нового покоління (НМТ), де значна частина завдань – із контекстом. Рекомендуємо ознайомитися з прикладами задач PISA, міжнародних тестів – вони можуть стати джерелом ідей для ваших уроків. Таким чином, практика прикладних задач – це ще і шлях до підвищення якості освіти в масштабах країни, адже вона формує математично грамотну особистість, здатну розв’язувати реальні проблеми.
Виконання цих рекомендацій сприятиме більш гладкому і ефективному переходу на компетентнісно орієнтоване навчання математики. Звичайно, кожен учитель внесе щось своє, творчо адаптує поради під свої умови – і це нормально, адже не існує єдиного шаблону. Проте в основі має бути щире бажання зробити математику ближчою до життя учнів. Наш досвід доводить: якщо таке бажання підкріплене методично грамотною реалізацією, то результат перевершить сподівання. Учні не тільки засвоять формули, а й полюблять сам процес відкриття знань, навчаться бачити математичні моделі у світі навколо них. А це і є наша головна мета як педагогів – виховати не просто виконавців алгоритмів, а мислячих, творчих громадян, готових застосувати науку на благо собі і суспільству.
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Проведене дослідження теоретично і експериментально підтвердило високу ефективність використання прикладних задач у навчанні алгебри і початків аналізу для підвищення мотивації учнів та покращення якості їхніх знань. У ході роботи досягнуто поставленої мети – розроблено й перевірено методичну систему, що забезпечує реалізацію прикладної спрямованості шкільного курсу алгебри, формуючи в учнів уміння математичного моделювання та стійкий пізнавальний інтерес до предмета.
У теоретичному аспекті уточнено сутність поняття навчальної мотивації у математичній освіті, структуру цієї мотивації та шляхи її формування. Визначено, що внутрішня мотивація (інтерес до змісту, потреба в інтелектуальному розвитку) відіграє вирішальну роль у навчанні математики, і саме вона потребує стимулювання через відповідні педагогічні підходи. Проведений аналіз науково-методичної літератури показав, що одним із найдієвіших засобів активізації пізнавальної діяльності є забезпечення практичної значущості навчального матеріалу, зокрема шляхом систематичного розв’язування задач прикладного характеру. Встановлено, що прикладні задачі, будучи поєднанням теорії з практикою, здатні одночасно виконувати мотиваційну, розвивальну та навчальну функції: вони демонструють корисність математичних знань, розвивають мислення (через необхідність аналізувати умови та будувати моделі) і закріплюють вміння шляхом застосування їх у різних ситуаціях.
Розроблено класифікацію прикладних задач для курсу алгебри та початків аналізу за кількома ознаками (змістовна сфера, дидактична мета, ступінь реалістичності), наведено приклади кожного виду (фізичні, економічні, побутові задачі; мотиваційні, тренувальні, творчі; автентичні і квазіприкладні тощо). Показано, що різні типи задач відіграють специфічну роль у формуванні знань: мотиваційні – пробуджують інтерес і визначають мотив навчання; тренувальні – сприяють осмисленому відпрацюванню навичок; міжпредметні – інтегрують знання і розширюють світогляд учнів. З’ясовано, що для забезпечення належного методичного ефекту, прикладні задачі мають використовуватися у системі, комплексно, охоплюючи всі основні теми і етапи навчання.
Сформульовано дидактичні вимоги до добору та адаптації прикладних задач: відповідність програмовому матеріалу і віковим особливостям учнів; доступність та чіткість формулювання; посильність математичного апарату; реалістичність або обґрунтоване моделююче спрощення ситуації; забезпечення різноманітності сюжетів для підтримки інтересу. Наголошено на необхідності поступового ускладнення задач та опори на життєвий досвід учнів. Уточнено методику розв’язування прикладних задач шляхом виокремлення чотирьох етапів математичного моделювання (постановка задачі – побудова моделі – математичне розв’язання – інтерпретація результатів) та рекомендовано використовувати цей алгоритм у навчанні для розвитку у школярів структурованого підходу до розв’язування практичних проблем.
Узагальнюючи результати дослідження, можна зробити наступні висновки: 
1. Прикладна спрямованість навчання математики відповідає сучасним вимогам освіти (компетентнісний підхід, Державні стандарти 2020 і 2024 рр.) і є необхідною умовою формування математичної грамотності учнів. Задачі прикладного змісту виступають ключовим інструментом реалізації цього підходу на практиці.
2. Використання прикладних задач забезпечує формування в учнів стійкого пізнавального інтересу, перетворює зовнішню мотивацію у внутрішню. Учні починають вчитися “для себе”, коли бачать практичну значущість знань. Це веде до покращення якості засвоєння матеріалу: знання стають глибшими, міцнішими, більш усвідомленими.
3. Розв’язування прикладних задач розвиває важливі компетентності – уміння математичного моделювання, критичне мислення, здатність інтегрувати знання з різних галузей. Учні вчаться абстрагувати від реальної ситуації, створювати математичну модель, аналізувати її адекватність, інтерпретувати отримані рішення. Ці уміння є складовою математичної та ключових компетентностей, необхідних у житті. 
4. Класи, де систематично впроваджено прикладні задачі, демонструють вищі результати в навчанні (рівень знань, вмінь) та більшу мотивацію, ніж класи з традиційним навчанням. Отримані статистично достовірні дані свідчать про педагогічну доцільність використання системи прикладних задач. 
5. Для успішної реалізації прикладної спрямованості необхідні певні дидактичні умови: наявність достатньої кількості методично опрацьованих задач у змісті навчання (в підручниках, посібниках); підготовленість учителя до роботи з міжпредметним матеріалом; підтримка з боку адміністрації та колег; гнучкість навчальних програм, які мають передбачати час на вивчення практичних питань. 
6. Розроблені у ході роботи методичні рекомендації можуть бути впроваджені у практику роботи вчителів математики. Вони допоможуть педагогам ефективніше добирати, адаптувати та використовувати прикладні задачі на уроках і в позаурочній діяльності, що, зрештою, сприятиме підвищенню якості математичної освіти. 
7. Позитивний досвід експериментальних вчителів і самих учнів свідчить про те, що перехід до компетентнісного, практико-орієнтованого навчання математики – реальний і досяжний завдяки ентузіазму педагогів і науково обґрунтованим методикам. Учні готові вчитися із захопленням, якщо навчання стає для них ближчим, “людянішим”, пов’язаним з їхніми інтересами та потребами.
Перспективи подальших досліджень вбачаємо у розширенні спектру прикладних задач для інших розділів шкільної математики (геометрія, комбінаторика, теорія ймовірностей), розробці спеціальних курсів або факультативів з математичного моделювання для старшокласників, а також у дослідженні довготривалого впливу прикладної спрямованості на вибір професійного шляху випускників. В умовах сучасного світу, де Україна виборює своє майбутнє, важливо виховувати молодь, здатну творчо мислити і застосовувати знання для розв’язання реальних проблем. Математична освіта, побудована на прикладних засадах, є важливою складовою цього процесу, оскільки формує нове покоління громадян – компетентних, впевнених і готових будувати технологічно розвинену, прогресивну країну.
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